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MODELAGEM NEWTONEANA PARA O ESCOAMENTO EM
POCOS CILINDRICOS

Abstract

Oil is one of the most efficient and profitable sources of energy today. It is usually found in
liquid and gaseous state and accumulates in the pores of the rocks of the underground reservoirs, its
extraction is made through wells and ducts with circular cross section. The present work proposes a
Newtonian model to describe the flow of viscous fluids in cylindrical wells due to a pressure difference
between the well ends. The model assumes that fluid flow can be described using representative volumes
that move as a rigid body. The effects of friction are incorporated into motion, first we assume that
dissipation occurs only between fluid components and well walls. In this case we get a steady flow, but
a Flow law that is incompatible with Poisseuille's Law. As a solution to the problem, we consider that
friction occurs not only between the fluid and the well walls but also between the fluid components
themselves and due to the cylindrical symmetry we should take as representative volumes concentric
cylindrical shells. The laminar motion regime is obtained from this configuration when we take the limit
at which the thickness of the cylindrical shell is nullified. In this case, the fluid flows at steady state with
a constant velocity that changes with the distance from the blade to the well symmetry axis. This result
describes the reality of motion efficiently, as the total flow that emerges from the well satisfies
Poisseuille’'s Law for the flow of viscous fluids into cylindrical tubes. The Poisseuille Law is an
experimental law that states that the flow in an R-ray tube must be proportional to R * 4, this law was
used to describe blood flow in veins and arteries and can be demonstrated using Navier's equations. -
Stokes. In this work we obtain Poisseuille's Law from a Newtonian model that takes into account the

cylindrical geometry of the well.
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Introducao

Motivado pelo fenémeno de pogos de petréleo emergentes nos propomos a construir um modelo
simplificado de carater mecanicista capaz de descrever o escoamento de um fluido viscoso em um pogo
cilindrico devido a um gradiente de pressao estatico. A constru¢cdo do modelo é feita considerando as
mais simples hip6teses sobre o movimento do fluido e entéo calculando-se observaveis de modo que as
hipdteses consideraras possam ser postas a prova. Esse trabalho apresenta desenvolvimento na area de
fisica, matemética e engenharia de poco aplicada no escoamento de petr6leo em pocos verticais. Na
industria do petréleo o tema é de extrema importancia na area de producdo, pois a partir da descri¢éo do
movimento do fluido é possivel prever a causa de possiveis danos caudados durante a operacao.

Metodologia

Partimos da hipotese principal de que um fluido que pode ser visto macroscopicamente como
um meio continuo gque tém uma estrutura microscopica granular, sendo composto por um grande ndmero
de pontos materiais. Desta forma, utilizamos a mecé&nica Newtoniana para a descrigdo do movimento do
fluido que se da através do movimento de centro de massa de um subconjunto representativo dos
componentes do fluido. O movimento coletivo do fluido € modelado considerando que uma determinada
particdo do total de particulas se move como um corpo rigido de modo que seu movimento é descrito
unicamente pelo movimento de centro de massa. Vamos tratar primeiramente de um fluido ideal, sem
viscosidade, e em seguida vamos modelar o efeito da viscosidade.

1 Fluido Ideal

Para fluidos ideais, ndo h& ag&o de forcas dissipativas, de modo que toda a dindmica do
escoamento é determinada por gradientes de pressdo. No caso de um pogo emergente temos um
gradiente de pressdo na direcdo vertical: ¥p=-p’(z)2, onde 2 é versor unitario na direczo vertical. Como
particdo do fluido consideramos um tronco de cilindro de altura &h e raio R. Este cilindro tem massa
nR25hp e esta sujeito a uma pressdo que muda com a altura P = P(z). Em um pogo emergente temos uma
pressdo de poco que supera a pressdo devido ao peso de uma coluna de 6leo somada & pressao
atmosférica, Ppoco > Po+ pgH, consideramos que o fundo do pogo se encontra em z= 0 € que 0 pog¢o tem
uma altura total H.

Se olhamos para 0 pogo como um todo a forca total sobre a coluna de 6leo neste pogo sera dada pelo
balanco entre a diferencga de pressao nas extremidades e o peso da coluna de dleo:

fcoluna :T[RZ (PpO(;O - Po) - T[RZHpéleog (1)

Considerando a forca devido a diferenca de pressdo é constante ao longo da direcdo vertical, teremos
em cada tronco de cilindro de altura 8h uma forca resultante de

Ppoco—Po
frotal = nR?*Sh [(ch - péleog)] = p()leoﬂdeha 2)

e naturalmente se 0 poco é emergente teremos f > 0. Se 7cm(t) = (0; 0; z(t)) é a posicdo do centro de

massa do cilindro, a aceleracdo correspondente sera dada por:
d?z
dtz2

@)

Neste caso a velocidade com que o fluido emerge serd v(t) = at2 e a velocidade de escape ira depender
monotonicamente da profundidade do poco:

Vescape = V(tescape) = v2aH (4)
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Esta velocidade de escape pode ser inferida de forma indireta observando-se a altura maxima alcangada
pelo fluido emergente, porém mesmo sem inferir diretamente a velocidade de escape podemos
confronotar o resultado deste modelo sem atrito. Consideraremos um outro observavel relevante para o
estudo de pogos emergentes: o fluxo de dleo que emerge do pogo. Consideramos este observavel pois
além de sua relagdo direta com a rentabilidade da extracdo de Oleo, resultados experimentais bem
conhecido determinam de forma cabal que o fluxo emergente em um poco de secdo circular deve ser
proporcional a quarta poténcia do raio do poco @aR*, sendo esta a famosa Lei de Poiseuilli . Para esta
modelagem de escoamento sem atrito obtemos que o fluxo emergente sera:

P(R) = gsvescape . dK = +v2aH fOR rdr fozn do = \/@ R? )

2 Efeitos Dissipativos

Gostariamos de modelar o efeito das forcas dissipativas que geram uma resisténcia ao
escoamento do fluido. A proposta deste trabalho é incorporar gradativamente o0s aspectos
fenomenoldgicos no modelo, assim para modelar um fluido com atrito partimos das mesmas hipéteses
utilizadas para o escoamento sem dissipagéo e consideramos em um primeiro momento que a dissipagao
decorre unicamente da interag&o local entre o elemento de volume do fluido e as paredes do pogo.

2.1 Escoamento Homogéneo

Consideramos neste ponto que o atrito desacelera 0 movimento do elemento de volume
representativo sem deforma-lo. Desta forma, esperamos que a forca de atrito sobre o tronco de volume
de altura h seja da forma f(v) = -y’v, onde y>0 é uma constante dimensional que deve depender da area
de contato entre o fluido e as paredes do pogo, para o elemento de volume em questdo sera: y’=y(2nRdh)
. O movimento do centro de massa do disco é parametrizado pela sua altura apenas 7.,,= (0; 0; z(t)) e
temos a seguinte equagdo de movimento para z(t):

d?z  2ydz _ « 6
dtz2  kpdt p ©)

Usando o método do fator integrante obtemos a velocidade com que o elemento de fluido emerge pelo
pogo:
-2yt
. Ra —
= — — e Rp
z(t) 2 (1 e ) ©)
A velocidade de emerséo é linear no raio R do pogo e neste caso € limitada por cima. Como a velocidade

se aproxima exponencialmente de seu valor terminal podemos assumir que a velocidade com que o 6leo
emerge € bem aproximada pelo seu valor terminal, e obtemos nesta modelagem que

Ra
Vescape:; (8)
Assim, teremos um fluxo emergente dado por:
— « (R 2T 19 = T R3
®(R) = o fo rdrf0 de = o R (9)

2.2 Escoamento Laminar

Vamos entdo fazer um novo refinamento deste modelo introduzindo o atrito entre as diferentes
partes do fluido. Para tal, consideramos as simetrias do sistema como principal guia para fixar
estabelecer neste novo cenério as fracdes do fluido que ao longo do escoamento se movem em conjunto
como corpo rigido, ou seja, se movem sem sofrer deformacdes. O pogo em questdo é bem aproximado
por um cilindro longo, onde a profundidade hO do pogo é muito maior que seu raio R. Portanto é razoavel
assumir que o sistema possui simetria cilindrica. A simetria cilindrica significa que temos uma simetria
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de translacdo na direcdo vertical assim como uma simetria de rotagdo em torno do eixo central. A
simetria de translacdo na direcdo vertical decorre do fato de que na presenca do atrito o sistema atinge
um regime estacionario depois de decorrido tempo suficiente. No caso do po¢o emergente o regime
estacionario € atingido na parte mais profunda do poco, onde o fluido emergente atinge a velocidade
terminal que se mantera constante durante todo o trajeto restante. Neste caso ndo s6 temos uma simetria
de translacdo na direcdo vertical como temos também uma simetria de translacdo temporal, pois o
sistema estard em regime estacionario. A simetria de rotacdo em torno do eixo vertical impde que as
camadas do fluido que se movem conjuntamente devem ser superficies de revolugdo. Mas note que nao
temos simetria de translagdo radial de modo gue partes do fluido que se encontram a distancias distintas
do eixo de simetria podem se moves com velocidades diferentes. Concluimos assim que as camadas do
fluido serdo formadas por laminas cilindricas concéntricas.

No regime estacionario as forcas estdo em equilibrio e portanto ﬁint+ ﬁext+ ﬁAP:B, resultando
em:

dv() | 1dv() _ _ pieo
dr? r dr n

(10)

que € uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem para a funcédo v(r). O lado esquerdo desta
equacao pode ser escrita na forma compacta'

1d ( (I‘)) APsleo (11)

rdr

Escrevendo a equacdo nesta forma compacta nota-se que podemos obter o perfil de velocidades v(r)
fazendo uma integracdo direta, o que resulta em:

v(r)——&;eo r’—Alnr+B (12)

onde A e B sdo constantes de integracdo a serem fixadas pelas condi¢es de contorno. Nas paredes do
pog¢o, em r = R, temos a condicdo de Dirichilet v(R) = 0 enquanto que no centro do po¢o teremos v’(0)
= 0. A segunda condi¢do requer que A = 0, do contrério v’ diverge na origem, enquanto que a primeira

condicdo nos da B = %Rze finalmente obtemos

v(r) = (R? — 1) (13)

Logo, o fluxo emergente sera
__ Upgleo R .2 _ 2 2m __ Upgleo p4
®(R) = T Jy R =r?)dr [ d6 = T R (14)

Resultados e Discussao

O fluxo com que o 6leo sai do poco é o parametro mais importante na plataforma pois é a base
para calculos de estimativa do reservatdrio e teste de po¢os mostrando assim sua rela¢do direta com a
rentabilidade da extracéo do 6leo. A partir do modelo Newtoniano para 0 escoamento sem atrito em um
poco emergente e com fluxo laminar obtemos uma equacao que descreve 0 escoamento proporcional ao
quadrado do raio do pogo em contraste com os resultados experimentais que estabelecem a Lei de
Poiseulli.

A partir de entdo vamos inserimos gradativamente aspectos fenomenoldgicos no modelo,
aplicando assim o efeito da dissipacdo. Consideramos em um primeiro momento que a dissipacéo
decorre unicamente da interacdo local entre o elemento de volume do fluido e as paredes do poco. Ao
considerarmos a forca de viscosidade é proporcional a area de intersecdo entre o fluido e as paredes do
poco obtemos que velocidade de escape obtida neste modelo € linearmente proporcional ao raio do poco.
O resultado obtido para a lei de fluxo todavia ndo est4 de acordo com a lei experimental, porém é notério
que houve um certo avanco em relagdo & modelagem anterior. No modelo sem atrito foi obtido um fluxo
é proporcional a R2, enquanto que neste modelo onde o atrito é implementado apenas entre o fluido e
as paredes do pogo obtemos um fluxo proporcional & R3. A lei experimental de Heigen-Poiseulli mostra
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que para 0 escoamento de um fluido viscoso em um tubo circular o fluxo emergente deve ser
proporcional & R4 e desta forma o presente modelo nos traz uma descri¢do mais préxima da realidade
do que no caso sem atrito. Entretanto, esta modelagem ndo descreve o comportamento observado de
forma fiel e é necesséario fazer refinamentos adicionais no modelo de modo a descrever corretamente o
gue é observado em experimentos. O desenvolvimento do modelo para a descri¢do do movimento onde
a interacdo ocorre entra a parede do poco e o fluido e entre as camadas do fluido mostrou um regime de
escoamento laminar que que obedece a lei de Heigen-Poiseulli.

Diante disso, o refinamento do modelo proporcionou a insercdo de parametros realisticos e
possibilitou a aplicacdo deste em experimentos e na simulacdo de dutos de dleo. Os resultados obtidos
do modelo apresentam uma descricdo experimental da viscosidade podendo ser aplicada em
experimentos com tubos cilindrico verticais, artérias do corpo humano, pocos artesianos entre outros.
Na industria petrolifera esse modelo pode ser utilizado para determinar o raio efetivo do escoamento
visto que o estas variaveis apresentam relagdo direta. Sendo assim este modelo pode ser aplicado para
entender e descrever como a deposicao de parafinas e outras camadas depositadas afetam o escoamento
em um tubo de producéo vertical.

Conclusoes

O presente trabalho abordou de forma analitica um modelo de fluido que representa de forma
simples a descricdo do movimento em tubos e dutos que estdo presentes na vida cotidiana ou em
industrias. O modelo trouxe uma analise evolutiva da ocorréncia dos fluidos, de modo que provou-se
que o regime de escoamento em camadas do fluido por laminas cilindricas concéntricas trouxe um
resultado experimental, préximo a realidade, que é a conhecida Lei de Heigen-Poiseulli. Este modelo
Nnos provou que o raio do tubo é sensivel a lei de fluxo e que o atrito é proporcional a velocidade relativa.
Esses resultados obtidos possuem aplicacdo em tubos de petréleo para andlise e descrigdo do
escoamento. Um exemplo claro é na deposi¢do de parafinas, pois estas afetam o raio do posso, sendo
assim visualizando o tipo de escoamento podemos determinar através deste modelo a espessura da
deposicéo de parafina. Outros autores apresentam modelagem do escoamento de fluidos viscosos em
tubos verticais por meio de simulagdo numérica. Vale a pena visualizar a descri¢do do fluido por outro
Viés para que assim possamos comparar e desenvolver de forma fiel a descri¢cdo do movimento do fluido.
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