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Resumo — O objetivo deste trabalho é estudar e implementar uma formulagdo numérica para o tratamento de
problemas envolvendo escoamentos incompressiveis regidos pelas equagdes de Navier-Stokes. A formulagdo numérica
¢é baseada nas propriedades de estabilizagdo da pressdo do “Fractional Step Method” aplicado as equacdes de Navier-
Stokes incompressiveis. As equacgdes resultantes sdo discretizadas no espaco aplicando-se o método dos elementos
finitos com uma estrutura de dados baseada nas arestas. O método dos elementos finitos utilizando-se uma estrutura de
dados por arestas € atrativo tanto do ponto de vista de eficiéncia computacional quanto do ponto de vista numérico, pois
além de ser computacionalmente mais econdmica, tem a propriedade de garantir a conservacdo local e a simetria em
nivel discreto. Alguns resultados numéricos preliminares sdo apresentados como exemplos.

Palavras-Chave: MEF; Navier-Stokes Incompressivel; Estrutura de Dados por Aresta

Abstract — The aim of this work is to implement a numerical formulation to deal with Incompressible Navier-
Stokes Equations. This formulation is based on the pressure stability properties of a Fractional Step Method. The final
governing equations are discretized by an Edge Based Finite Element Method. The Edge Based discretization is
advantageous due to the reduction in the total CPU time and the enforcement of local conservation and symmetry at the
dicrete level. Some numerical examples are presented.
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1. Introducao

Muitos fendmenos na natureza envolvendo escoamentos fluidos sdo modelados como incompressiveis, o que
significa que, sdo necessdrias enormes pressdes para causar significativas variacdes de suas massas especificas. Na
industria, estes fendmenos manifestam-se em vdrios setores, e ainda, acoplados a outros fendmenos, tais como
interacdes fluido-estruturais em cabos de forca, edificacdes altas, torres de telefonia, avides, cabos submarinos,
estruturas “off-shore” em plataformas de petrdleo, efc. Nas udltimas décadas, diversos procedimentos numéricos vém
sendo utilizados para resolver as equacdes de Navier-Stokes incompressiveis, como: esquemas monoliticos,
compressibilidade artificial, pré-condicionamento das equacdes de Navier-Stokes compressiveis e métodos de projegao,
todos eles com suas vantagens e desvantagens.

Este trabalho baseia-se em um método de projecdo, utilizando o fracionamento das equacdes de Navier-Stokes
(Chang et al. 2002, Codina, 2001, Perot, 1993, Henriksen and Holmen, 2002) de forma a estabilizar a pressdo, gerando
novas varidveis e equagdes que devem ser adicionadas ao sistema final. O fracionamento é obtido mediante uma
fatoracdio LU do sistema, através de consideragdes matemadticas. Porém pode ser visto também como uma proje¢do do
gradiente de pressdo no espaco de Elementos Finitos, através de consideragdes fisicas. A discretizagdo espacial é obtida
mediante a aplicacdo do método dos Elementos Finitos (Codina, 1997, Gresho vol 1 and vol 2, 1998), e cada termo do
sistema resultante € escrito como uma contribui¢do da aresta (Lohner, 2001), com a finalidade de obter economia de
tempo computacional e tomar vantagem das propriedades de conservacio local e simetria em nivel discreto.

2. Formula¢ao Matematico-Numérica

As equagdes de Navier-Stokes escritas na sua forma incompressivel (Gresho, vol 1 and vol 2 , 1998) sdo
fracionadas utilizando-se o “Fractional Step Method” (Henriksen, 2002) de forma a permitir o desacoplamento das
varidveis de pressdo e velocidade sem inviabilizar a solugdo segregada do sistema (Codina, 2002, Codina and Soto,
2004). O termo convectivo e o gradiente de pressdo sdo estabilizados utilizando-se a projecdo ortogonal destes termos
no espago de elementos finitos, o que na pratica implica em controlar o residuo mediante a aplicacdo do método dos
residuos ponderados, o que estd apresentado no quinto e segundo termos das Equagdes 1 e 2, respectivamente.

A formulagdo variacional (Soto et al. 2001, Soto et al. 2004) do problema pode ser descrita como: dado u) e
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onde u}™, pi*,m) " EN sfo o vetor velocidade, a pressdo, a projecdo do termo convectivo e a proje¢do do gradiente

de pressio no espaco de elementos finitos, respectivamente, e V,xQ, XV, XV, sio os espagos vetoriais

correspondentes as varidveis acima citadas, respectivamente. Os sobrescritos n e i referem-se ao passo de tempo e ao
contador de iteracdes em cada passo de tempo, respectivamente, o subescrito 4 refere-se ao problema discreto, df € o
tamanho do passo de tempo, f € o pardmetro de estabiliza¢do controlado pelo gradiente de pressdo, 7 é o pardmetro que
controla a estabilidade e a convergéncia do sistema, 6 é o controlador da ordem da integracdo no tempo (6 = 1.0
Backward Euler e € = 0.5 Crank-Nicholson), ¢ € o tensor viscoso, f é o vetor das forcas externas aplicadas, I, € a
por¢do do contorno com condi¢des de contorno de Newman, v € a viscosidade dinamica do fluido, e v, v, g, sdo as

fungdes de ponderacdo dos espacos de elementos finitos para a velocidade, as projecdes da convecgdo e do gradiente de
pressdo e da pressao, respectivamente. Temos ainda a forma funcional (:,-), definida como
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(a.b)=[a-bdQ )
(a,b), =[a-bar (©6)
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As varidveis m e & sdo auxiliares e ndo necessitam condi¢des de contorno e iniciais.

As matrizes resultantes da discretizagdo espacial por elementos finitos sdo obtidas mediante uma estrutura de
dados por arestas (Lohner, 2001), que tem como principal vantagem sobre uma estrutura baseada nos elementos, o
ganho de tempo computacional, pois muitos termos discretos e todas as integragcdes numéricas sdo computadas no
inicio, como pré-processamento, e apenas algumas poucas operagdes necessitam ser implementadas para que sejam re-
computados os diferentes termos ndo-lineares dos vetores do sistema. Também, através de uma implementacdo por
arestas, € possivel garantir a conservag@o local e a simetria em nivel discreto. Duas formas de estrutura de dados por
arestas podem ser implementadas e comparadas no caso bidimensional, sendo uma delas a estrutura tradicional, onde o
loop € feito na aresta e nos nés que compdem tal aresta, e outra, uma estrutura alternativa, tipo estrela, onde o loop é
realizado nos nds e, a seguir, nos nds que t€m conectividade com aquele né. Em termos de eficiéncia computacional,
nenhuma das duas estruturas apresenta vantagem sobre a outra, e, de modo que neste trabalho optou-se pela tradicional,
ou seja, o loop € realizado nas arestas considerando um termo tipico do sistema de equagdes 1-4.

A seguir € apresentado, de forma simplificada, como € realizada a mudanca de estrutura de dados, partindo do
termo continuo para o termo discreto com loop nos elementos e modificando para loop nas arestas.

Seja entdo o primeiro termo da Equagdo 2, que possui cardter de transporte difusivo, eliminando os sub/super-

n
indices por simplicidade, e assumindo E,S,I,J,1J,k,ndim,Q,Q,,x,,m, Z s Z s Z , referem-se a: elemento, aresta,
EoI EolJ §=1

né inicial da aresta, né final da aresta, dire¢do coordenada, dimensdo espacial, dominio total, dominio do elemento,
coordenada espacial na dire¢@o k, nimero de arestas, somatério sobre todos os elementos que contém o né /, somatorio
sobre todos os elementos que contém a aresta 1/, e somatdrio sobre todas as arestas, respectivamente.
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onde C,, ¢ o coeficiente associado 4 aresta IJ dado por
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Note que o termo final da Equagdo 7 é naturalmente conservativo, mesmo em nivel discreto, o que do ponto de
vista fisico significa que o transporte difusivo do ponto / para o ponto J € igual ao transporte difusivo do ponto J para o
ponto I. Esta propriedade é garantida para todos os termos de cada equacdo do sistema resultante, fazendo com que os
termos que nio sdo naturalmente conservativos, tornem-se conservativos, obtendo os termos da diagonal principal de
cada matriz resultante de cada termo do sistema, como a negativa da soma dos elementos que estdo fora da diagonal
principal, porém na mesma linha, sendo, portanto, garantida a conservacdo de todo o sistema em nivel discreto (Soto et
al. (2004)).

3. Aplicacoes Numéricas
Alguns exemplos numéricos foram obtidos para testar a formulacdo por arestas. Estes exemplos sdo
simplificagdes do sistema completo que traduzem os principais fendmenos associados a escoamentos de fluidos

incompressiveis. Nos exemplos a seguir considerou-se a temperatura como a grandeza escalar de interesse, entdo 7,
refere-se a temperatura, e desta forma v refere-se ao coeficiente de condutividade térmica.

3.1. Difusao Pura
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Primeiramente, apenas o termo difusivo foi implementado, e alguns testes foram realizados para verificar a
propriedade de conservacdo para problemas com coeficiente de condutividade constante, porém considerando
problemas homogéneos e heterogéneos.

(uVT,VN):ZI“ o, Y IVNI-VNIJdQE (f,—f,) )
s=1 ED[JQE
v, +v
v = : ) - 10

Note que na Equacdo 9, o coeficiente de condutividade v precisa ser obtido sobre a aresta, o que nio acarreta
problemas se o problema for homogéneo, pois basta tomar o coeficiente na aresta como a média aritmética dos valores
dos coeficientes nos nés que compdem tal aresta, como na Equagdo 10. Entretanto, quando o problema ndo é
homogéneo, € preciso tomar cuidado para ndo tornar o termo ndo-conservativo, eliminando a principal caracteristica do
termo difusivo. Para esta situacdo, os termos da diagonal principal da matriz resultante da discretizagio, sdo a negativa
da soma dos termos de fora da diagonal principal, na mesma linha. Com isso, a propriedade de conservagdo € mantida, e
o termo difusivo fica vélido para tratar problemas ndo homogéneos. A conservacdo é estendida aos termos nio-
conservativos do sistema obtendo-se sempre os termos da diagonal principal como a negativa da soma dos termos da
mesma linha, desta forma a soma dos elementos de cada linha € zero.

Os dois exemplos a seguir foram obtidos com uma malha com 124 nés e 206 elementos triangulares,
isotrépica, sobre uma geometria quadrada de aresta medindo /m.

A Figura 1 mostra os resultados obtidos para um problema referente a uma placa plana, com temperaturas
prescritas nas faces leste e oeste de 7=10°C e 0°C, respectivamente, e isolada nas faces norte e sul, ou seja, com fluxo
normal zero e coeficiente de condutividade homogéneo. Como esperado, a solugdo € linear ao longo da linha A, e exata,
mostrando a efetividade do termo difusivo escrito para a aresta. Este problema também foi resolvido através de uma
implementacio do termo difusivo baseado nos elementos, obtendo-se total concordancia com a implementacdo por
aresta.
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Figura 1. Transporte difusivo com homogeneidade no coeficiente de condutividade.

A Figura 2 mostra um exemplo considerando a mesma placa do exemplo anterior, com a mesma malha
computacional e mesmas condi¢des de contorno, porém com heterogeneidade no coeficiente de condutividade. Neste
caso o coeficiente de condutividade na regido que compreende uma faixa diagonal no centro do dominio € oito ordens
de grandeza menor do que no restante do dominio, isto representa uma barreira ao transporte naquela regiao. Note no
gréfico, ao longo da linha E, o elevado gradiente na regido central do dominio, provocado pela baixa condutividade. Os
vetores indicam o fluxo de calor ao longo da placa, mostrando que na regido de baixa condutividade ha pouco, ou quase
nenhum, fluxo de calor.
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Figura 2. Transporte difusivo com heterogeneidade no coeficiente de condutividade.

3.2. Convecao-difusao

Ap6s testar o termo difusivo, passamos para o problema onde os fendomenos convectivo e difusivo sdo
importantes. Neste caso, ainda analisando o fluxo de calor ao longo de uma placa, realizamos testes considerando
diferentes nimeros de Peclet, considerando homogeneidade no coeficiente de condutividade. As mesmas condicdes de
contorno foram assumidas, porém o dominio foi estendido até 7/20m para representar uma placa semi-infinita,
permitindo assim a obtencdo de solucdes durante grandes intervalos de tempo. As Figuras 3 € 4 mostram um problema
convectivo-difusivo considerando Peclet = 0,5, em diferentes instantes de tempo. Os resultados concordam com os
resultados encontrados por Sun (1996), que considerou o transporte de um tracador em uma coluna de areia,
representando um meio poroso. Os graficos mostram a solu¢do ao longo da linha média leste-oeste, BE, sendo o eixo
horizontal a distancia ao longo da placa, e o eixo vertical a temperatura.
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Figura 3. Convecc¢do-difusdo com Peclet = 0,5 no instante t=>5s.
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Figura 4. Convecgao-difusdo com Peclet = 0,5 no instante t=50s.
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Os testes foram realizados apenas com pequenos nimeros de Peclet, visto que a formulacdo é Galerkin, e a
estabilizacdo do termo convectivo, quinto termo da Equacdo 1, estd em fase de implementacao.

4. Conclusoes

Uma formulacdo matematica para tratar escoamentos incompressiveis, baseada no fracionamento das equagdes
de Navier-Stokes e no método dos elementos finitos com estrutura de dados por arestas, estd em fase de testes da
implementacido computacional, sendo que os casos simplificados, como difusdo pura e convec¢do-difusdio de uma
grandeza escalar, jd foram validados, inclusive para meios heterogéneos. A estrutura de dados baseada nas arestas foi
comparada com a estrutura tradicional de elementos finitos, mostrando-se eficiente em termos de precisdo numérica. A
formulacdo matemadtica ja foi estendida para tratar fendmenos que envolvam fronteira mével, que serd o préximo passo
a ser abordado.
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