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Resumo — Uma das maiores limitagdes do Método dos Elementos de Contorno (MEC) encontra-se na
modelagem de problemas cujo meio continuo é ndo-homogéneo, casos estes muito comuns nas areas de Geotecnia e
Mecénica dos Solos. Nas situacdes em que a heterogeneidade é setorialmente localizada, o uso de sub-regibes consiste
no recurso mais eficiente e utilizado. Em certas situacfes, entretanto, esta estratégia € insatisfatéria, podendo tornar-se
onerosa e inadequada. Na auséncia de outras abordagens no acervo de recursos do MEC, resultava quase sempre na
escolha de técnicas de discretizacdo de dominio, como o Método dos Elementos Finitos ou o Método das Diferencas
Finitas, para tratar esta categoria de problemas. Utilizando-se da formulacdo com Quase-Dupla Reciprocidade, as
caracteristicas basicas da abordagem via MEC sdo mantidas, equacionando o modelo matematico integral e sua
consequente discretizacdo exclusivamente em termos de valores de contorno, sem necessidade de sub-regides. A
variagcdo das propriedades ao longo das dire¢cBes coordenadas é introduzida junto a cada elemento de contorno.
Nenhuma restricdo é imposta pela formulagdo quanto ao seu tipo ou ordem, garantindo a generalidade da abordagem. O
desempenho da formulagdo é mostrado através da comparagdo da precisdo dos resultados obtidos pela simulacdo
numérica de dois problemas que possuem solucdo analitica disponivel.

Palavras-Chave: Ndo-Homogeneidade, Método de Elementos de Contorno, Métodos Numéricos.

Abstract — One of the most serious problems of the Boundary Element Method is the simulation of non-
homogeneous problems, very common in Geotechnics and Soil Mechanics. If the non-homogeneity is concentraded in
domain parts, the most efficient Bondary Element resource is the use of Sub-regions. However, there are many
applications where the non-homogeneity is distributed in which this tool is not suitable. Usually, Finite Element Method
and other domain numerical techniques are chosen to simulate non-homogeneous problems. This paper presents a new
Boundary Element Formulation, named Quasi-Dual Reciprocity, applied to Non-homogeneous Continuum Mechanics
problems. The proposed formulation treats the non-homogeneous properties in a special way, allowing the
establishment of a typical boundary element integral model, avoiding the use of sub-regions. As a result, the
discretization procedure is limited to the external boundary. The performance is shown by comparison between
numerical and analytical results, achieved with the computational simulation of two examples.
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1. Introducéo

E bastante comum na engenharia a adocdo de hipdteses simplificadoras que admitem as propriedades
termomecanicas da maior parte dos materiais construtivos ou dos meios constituintes como homogéneas ao longo de
toda a sua extensdo. Essa consideracdo é adequada e aproximadamente verdadeira em muitos casos, onde a néo-
homogeneidade se situa num nivel microscopico. E o caso dos agos e outros materiais metalicos: numa escala
macroscopica é perfeitamente plausivel considerar sua constituicdo e suas propriedades fisicas como homogéneas. No
entanto, existem excecdes nesse elenco de materiais com ampla aplicacdo na engenharia.

O primeiro grupo consiste daqueles nos quais a interferéncia por processo de soldagem se faz presente. S&o
casos muito comuns e que precisam ser adequadamente examinados. O processo de soldagem altera significativamente
a microestrutura do material fazendo com que a hipotese de homogeneidade seja imprecisa. No entanto, é possivel
abordar esses casos através da técnica de sub-regifes, considerando setores de constituicao fisica distinta.

Um segundo grupo consiste dos materiais compdsitos. Atualmente uma boa parte dos materiais de engenharia
modernos, de arrojada aplicacéo industrial, sdo materiais compdsitos. Resumidamente, tais materiais sdo0 compostos por
conjuntos de materiais constituintes, com diferentes propriedades térmicas, mecanicas e orientagcdes geométricas. Uma
vertente mais moderna desta classe consiste dos materiais com gradacdo de propriedades funcionais, conhecidos pela
sigla FGMs (Sutradhar et al., 2002). Esta Gltima categoria tem sido objeto de grandes incentivos e investimento em
pesquisa, particularmente da NASA e de outras grandes empresas que lidam com empreendimentos arrojados. Os
materiais funcionais podem combinar adequadamente as propriedades térmicas e mecénicas ao longo de sua extensao,
permitindo ainda a obtencdo de uma melhor ponderagdo entre peso e resisténcia ao desgaste.

Um terceiro grupo compde-se de materiais tipicamente ndo homogéneos, seja em nivel micro-estrutural, seja
no plano da analise macroscopica. E o caso dos solos. O estudo das fundacdes de edificios e estruturas em geral n&o
dispensa o emprego de modelos que considerem a ndo-homogeneidade do meio continuo. Essa &rea possui uma
importante vertente: a analise sismica. Muitas regides sofrem constantemente a acéo de terremotos e a analise dos seus
efeitos sobre as estruturas, solos ou vias de comunicagdo, representam grandes desafios devido a complexidade dos
fendmenos associados aos mecanismos de geracdo e propagagdo de ondas em meios heterogéneos. Sabe-se que é
possivel prever do ponto de vista tedrico a resposta sismica da cidade, utilizando uma modelagdo matemética adequada.
Para tal torna-se necessario conhecer os varios parametros fisicos associados as camadas geoldgicas e, em particular, a
velocidade de propagacdo de ondas.

Aproveitando o conhecimento técnico e cientifico nesta area, uma outra aplicacdo similar tem ganhado enorme
importancia dentro da engenharia moderna: a modelagem geotécnica com vistas a prospecc¢do de petroleo. Os principios
mecanicos empregados na analise sismica podem ser completamente aproveitados na identificacdo de lencdis de
petroleo, usando métodos matematicos que oferecam uma expectativa de resposta dinamica sensivel a sua presenca. Em
linhas gerais, sao feitas experiéncias de campo nas quais se colhem respostas as excitacdes provenientes de explosdes
controladas. Fazendo simulages numéricas correlatas, pode-se inferir a existéncia e o posicionamento de lengois
petroliferos por adequadas simulagdes numéricas. Naturalmente, em se tratando do emprego de métodos numéricos, é
preciso haver uma boa representagdo matematica tanto da dindmica do problema quanto da parte de modelagem da
heterogeneidade do meio fisico, pelo que se ocupa o presente trabalho.

2. Modelo Matematico

Considere um meio continuo ndo-homogéneo, estacionario, no qual dQ representa uma superficie infinitesimal
e que as variaveis bidimensionais expressas por X=X(x;,X,) descrevem sua posi¢do com relacdo a um sistema de
coordenadas cartesianas. A equacdo de governo neste caso, considerando o equilibrio e a compatibilidade de uma
funcdo escalar u, que genericamente pode representar deslocamento, temperatura ou qualquer propriedade fisica similar,
é dada em notacéo indicial por:

[KX)u(X),1, =0 @)
Na dltima equacdo, K(X) é uma funcdo que representa a propriedade constitutiva do meio continuo,

dependente da posicdo ao longo do dominio bidimensional. As condi¢fes de contorno essenciais e naturais sao
definidas por:

u(X)=u para X e I, (condicdo essencial) (2)

K(X)u(X);n(X), =q para X € al'q (condigéo natural) ©)

Nas equagdes 2 e 3, I'y(X) e I'q(X) representam as fronteiras do meio continuo e n; (X) caracteriza o vetor
normal unitario em um ponto qualquer destas. Nos problemas de Mecanica dos Soélidos g adquire o significado de
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tensdo aplicada no contorno, enquanto nos casos de transferéncia de calor pode interpretado como um fluxo imposto de
energia difusiva.

O ponto de partida para a abordagem pelo MEC consiste do estabelecimento da equacdo de governo numa
forma integral, usando a solug¢do fundamental u*(&;X) como fungéo auxiliar, resultando na seguinte expressdo, onde
foram omitidos os argumentos por simplicidade:

J‘(Ku,i ,u*dQ=0 4)

Q

A aplicacdo do esquema de integracdo por partes e emprego do Teorema da Divergéncia na equagdo anterior
permite reescrevé-la como:

J.Ku,iniu*dl“—'[Ku,i u*, dQ=0 (%)
T Q

Usando a defini¢do expressa na equacdo 3, pode-se escrever:

J'qu*dl“—J‘Ku,i u*, dQ =0 (6)
r Q

Aplicando mais uma vez o esquema de integragdo por partes e o Teorema da Divergéncia junto a integral de

dominio existente, tem-se:

_[qu*dl“—_[Kuu*,i nidl"+_[u(Ku*,i),idQ:0 (@)
r r Q

Desenvolvendo-se a derivada do ndcleo da Ultima integral de dominio na equagdo 7 obtém-se:

dQ=0 8)

Iqu *dr - j Kuu*,, n,dl" + J.uK,i u*, dQ + J.uKu*
r r Q Q

Considera-se uma solucdo fundamental tradicional, associada a um problema governado pela Equagdo de
Poisson, onde uma carga concentrada unitaria é aplicada em um ponto &, denominado ponto fonte, de um dominio
espacial infinito (vide Brebbia e Walker ,1980), ou seja:

u*,, (& X) = —A( X) )
Cuja solucéo é dada por:

u*(&X) = %5, Inlr(& X)] (10)
Também é estratégico definir:

q* (& X) = Ku*,; (€ X)n, (11)
Nas equacdes precedentes r ¢ a distancia entre o ponto fonte € e um ponto genérico X do dominio, chamado

ponto campo. Substituindo a equacdo 9 na ultima parcela do lado esquerdo da equagdo 8 e utilizando a definigdo
contida na equacg&o 10, tem-se:

jqu * I — J'uq *dr + J'uK,i u*,; dQ - c(E)K (E)u(E) = 0 (12)
r r Q

A constante c(&) refere-se as possibilidades do ponto fonte situar-se no interior ou fora do dominio €, assim
como no contorno T, o que resulta em valores distintos, conforme pode ser obtido na literatura especializada (vide
Brebbia et al.,1984).

A Unica integral de dominio restante sera transformada numa integral de contorno através do procedimento da
Quase-Dupla Reciprocidade.
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3. Aplicacdo da Quase-Dupla Reciprocidade

O procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade é uma estratégia similar aquela criada por Nardini e Brebbia
(1982). A Quase-Dupla aproxima o nlcleo da integral de dominio da equagdo 12 através do seguinte sentenca:

b=uK,=zalyl =aln} (13)

A forma diédica das fungdes auxiliares y e n utilizadas deve-se a aspectos operacionais, cujos detalhes podem
ser colhidos em Loeffler e Mansur (2003). Substituindo a equacéo 13 na integral de dominio da equagdo 12, tem-se:

J.uK,iuyi *dQ;a”\yfﬂu*vidQ (14)
Q Q

Uma vez mais, usando integracdo por partes, aplicando o Teorema da Divergéncia e usando a mesma solucéo
fundamental, é possivel reescrever a equagdo anterior na forma;

a”w;iu*yidﬂzaéjwf}u‘i *nidr+(lg)C(E_,)\l/£)(é) (15)
Q r

A expressdo completa fica:

Jaurar - fug=dr—c@)KEu(E) + o} [whu, midr +ale@wh (@) = 0 (16)
r r r

A préxima etapa é a discretizacdo espacial e a aproximacdo das varidveis fisicas, através de procedimentos
tipicos e bem conhecidos do MEC, que resultam no seguinte sistema matricial linear:

[H-M]JU=GQ 17)

4. Exemplos

4.1 Problema Unidimensional

Considere uma barra de secdo constante, engastada numa extremidade e tracionada na outra, constituida de um
material cujo modulo de elasticidade longitudinal varia ao longo do comprimento da mesma, de acordo com a seguinte
equacao:

E(x)=E, +E, % - EO[ L +me] (18)

Na equagdo 18, m é um parametro de controle de rigidez. As demais grandezas podem ser compreendidas com
base na figura 1, mostrada a seguir, que ilustra as caracteristicas fisicas e geométricas do problema em questao.

X E,=1.0 Pa ou
—p % =&y

AN

< >
L=1.0cm

Figura 1: Caracteristicas Fisicas e Geométricas da barra ndo-homogénea

A funcéo que descreve os deslocamentos da barra ao longo do seu comprimento é expressa por:

u(x)= goL(1+ m){LN(Lthmxﬂ (19)

m
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A simulacdo numérica é feita através de modelos discretos nos quais o contorno da barra é substituido por
elementos de contorno retilineos constantes. Inicialmente foi escolhido o valor da constante m igual & unidade e dai
entdo realizada uma bateria de testes usando malhas com diversas quantidades de elementos de contorno, para
verificagdo da convergéncia do método com o refinamento. O gréafico mostrado na figura 2 mostra a curva de erro
percentual médio para o célculo do deslocamento nos pontos nodais situados ao longo da coordenadas x em fungdo da
quantidade de pontos nodais ou elementos de contorno empregados.

7007 616
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© 5,00 -

XS 4,00

= 2,87

© 3,00 -
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L 2,00 1,29
1,00 0,58 0,26
0,00 T T T [ —=
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NUmero de Elementos de Contorno

Figura 2: Comportamento do erro com o0 aumento da quantidade de pontos nodais

Feitos os testes com relacdo ao refinamento das malhas, é importante conhecer a precisdao do método com a
variacdo da constante m. Neste teste seguinte, toma-se a malha mais refinada, com 128 pontos nodais, e varia-se o valor
de m, tornando mais acentuada a variagdo do mddulo de rigidez. O erro médio percentual no calculo dos deslocamentos
em todos os pontos nodais colocados ao longo da barra pode ser observado a seguir na figura 3, que mostra haver um
certo aumento do erro médio percentual, de acordo com a variagdo da constante m. A qualidade dos resultados ainda é
bastante aceitavel, considerando que ha uma variagdo mais acentuada das propriedades constitutivas para valores mais
altos de m.
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Figura 3: Comportamento do erro com a varia¢ao da constante m

4.2 Problema Bidimensional
Considere um problema no qual uma chapa plana quadrada ndo homogénea de dimensdes unitarias, cuja

equacdo de governo seja dada por:

2 2
0" 00 KD KN _, (20)

K -+ +
OX, OX,”  OX; OX; OX, OX,

Considere o potencial prescrito em todo o contorno, na forma:

0 = g~atBxe (21)
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Por sua vez, a propriedade fisica é expressa por:
K = g AaBx (22)

Na simulacdo apresentada avaliou-se 0 comportamento do método com refinamento do contorno. Para esses
testes iniciais admitiram-se os valores de A e B unitarios e assim foram realizados os testes com as diversas malhas. O
grafico da figura 4 mostra o erro médio percentual de cada malha para o célculo das derivadas normais nos pontos
nodais, em fun¢do da quantidade elementos de contorno (E.C.) empregados.
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w
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Figura 4 - Erro percentual nos valores de derivada normal no contorno

Diante dos resultados dessas simulacfes, observa-se 0 bom desempenho do método a partir da malha de 64
E.C., obtendo-se um erro médio de menos de 1% com malha de 128 E.C. Embora ndo possam ser mostrados por
questdo de espaco, as simulacOes realizadas com o aumento dos valores de A e B apresentaram resultados
surpreendentemente bons, com estabilizacdo do erro na mesma faixa apresentada, até valores de A e B iguais a 10.

5. Conclusoes

A formulacdo com Quase-Dupla Reciprocidade trata da ndo-homogeneidade fisica como se fosse uma agéo de
dominio e a influéncia da sua variagdo é computada em cada elemento de contorno que é analisado. Assim, pelo fato da
propriedade fisica variar ao longo de cada elemento, exige-se a introdugédo de uma boa quantidade de pontos nodais para
niveis mais elevados e satisfatérios de precisdo. Provavelmente, com a utilizacdo de elementos de contorno com
interpolacdo linear ou quadratica, ha uma reducdo dessa demanda com taxas de convergéncia mais acentuadas e
consequentemente erros ainda menores.

Os resultados apresentaram a esperada sensibilidade ao nivel de refinamento das malhas, mas apresentaram
um resultado surpreendentemente estavel com a elevacdo do gradiente de variacéo da propriedade fisica.

O desempenho apresentado neste trabalho justifica o investimento de pesquisa nesta formulagdo, tendo em
vista sua simplicidade e seu baixo custo computacional. Relevante ainda € a possibilidade de acoplamento imediato com
algumas outras técnicas do Método dos Elementos de Contorno, que facilitam a simulacdo de problemas dindmicos
associados aos problemas de propagacdo de ondas, de interesse na prospeccdo de pogos de petrdleo e andlises
geotécnicas em geral.
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