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Resumo — Neste trabalho apresentamos duas formulagtes para linearizacdo por partes de funcfes utilizando
programacdo linear inteira mista. Novas formulagBes buscam restrigdes que geram espagos de solucfes 6timos,
agilizando a busca da soluggo global. Aplicamos as formulagfes ao problema da al ocagdo 6tima de gas de injecéo, com
0 objetivo de avaialas. Realizamos testes numéricos com o auxilio de ferramentas computacionais para obter uma
métrica de desempenho das formulagdes, e poder assim comparéa-las. Por fim, mostramos que modelos mais modernos
apresentam resultados melhores que as formulagdes cléassicas.

Palavras-Chave: otimizacdo, gas-lift, linearizag8o por partes, programacdo linear inteira mista

Abstract — This paper presents two piecewise linearization formulations with mixed-integer linear
programming. New formulations investigate optimum solution spaces, making global search faster. We apply these
formulations to the optimum gas-lift alocation problem. Numerical tests are executed to compare the presented
formulations. Finally, we show that modern formulation models have better results than the classical ones.
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1. Introducéo

Existem vérios métodos para elevacdo artificial de petr6leo. Um dos mais comuns é o gas-ift, em que gés é
injetado na base do pogo provocando a elevagdo do 6leo. Em uma rede de pogos de petroleo que utilizam este processo,
a unidade de compressdo, que condiciona o gas a ser injetado, tem sua producdo compartilhada entre os pogos. Um fator
limitante é sua capacidade maxima de compressdo, pois ainstalacdo destas unidades representa um custo significativo e
nem sempre permite que todos os pogos operem de maneira 6tima.

O problema de alocagdo 6tima de lift-gas consiste em decidir em quais regides 0s pogos irdo operar, ou sgia,
guanto gés deve ser injetado em cada poco, restrito a capacidade maxima de condicionamento do compressor. Duas
abordagens podem ser utilizadas nesta decisdo. A primeira é baseada em um critério econdmico, a qual busca o maior
lucro que o conjunto de pocos pode fornecer. Outra abordagem é baseada na performance hidrodinamica, onde
buscamos taxas de injecdo que maximizem a producdo total dos pogos. Nosso trabalho é baseado na primeira
abordagem. Este problema pode ser escrito em programagdo matemdtica da seguinte maneira:

P:max f = Z:':l f.(a’.ap)

sa. Q
dp =4,(q") n=1..,N

Z:Zlqin g™
Ly, <a" <u,y,
Y, €{0%

onde, N é o nimero de pogos do campo; g é a taxa de gés injetada em um pogo n; 0,"'(g") € uma fungdo n&o linear
conhecida como curva de performance do pogo, que descreve a quantidade de 6leo produzida ¢,” em fungdo da
quantidade q;" de gés injetado para um poco n; f, € uma funcdo que representa o lucro gerado por um dado poco n; g™
€ a capacidade maxima de compressao de gés do campo; Y, assume valor 1 se 0 pogo estiver ativado e 0 caso contrério;
el, e u, sdo limites de operagéo do poco.

Kanu et al. (1981) foram os primeiros a abordar o problema, desenvolvendo um método analitico de busca para
ataxa de injecdo 6tima baseado nainclinagdo da curva de performance do pogo. O método passo-a-passo busca o ponto
em que o custo do incremento no gas injetado seja 0 mesmo dos beneficios do incremento na producdo. Este método,
chamado de equal-slope, ndo pode ser aplicado em casos gque 0S Pogos Ndo possuem resposta imediata ao gas-ift (curva
de performance descontinuas ou ndo concavas).

Um melhoramento do equal-slope foi proposto por Nishikiori et a. (1989) em que é empregado um método
quasi-Newton de otimizac&o ndo linear. Duas desvantagens desta abordagem sd0 a necessidade de um ponto de inicio
da busca préximo ao 6timo e afata de garantia de convergéncia

Métodos heuristicos também foram propostos. Buitrago et al. (1996) desenvolveu um método que combina
exploragdo estocéstica do espaco de solucfes e computo da direcdo de descenso. Martinez et a. (1994) aplicaram
algoritmos genéticos para determinar as taxas injegdo de gas que maximizam a producdo. Abordagens como estas ndo
garantem 6timos globais, podendo convergir para 6timos locais, e o custo de explorar todo o espaco de soluctes pode
ser proibitivo.

Recentemente Camponogara e Nakashima (2005b, 2005) propuseram uma solucdo baseada em programagéo
dindmica. Este méodo permite a obtengdo das taxas de injecdo préximas do 6timo para conjuntos de pogos que hdo
possuam resposta imediata ao lift-gas, e aceita multiplas curvas de performance nos pogos. Entretanto inclusdo de novas
restri¢Bes pode ndo ser possivel, impedindo que a solugéo seja expandida.

Camponogara (2005a) propds ainda uma abordagem baseada em programac&o inteira mista para aocagdo
6tima de lift-gas. Nela, a curva de performance do pocgo é linearizada por partes com o auxilio de variavels binérias.
Foram empregadas técnicas de geragéo de cortes para acelerar o processo de obtengo das taxas de injegdo que levam a
uma solugéo economicamente Gtima.

No campo da linearizacdo por partes, Sherali (2001) propde uma formulacdo aternativa a cléssica (Wolsey,
1999). Em seu trabalho ele mostra que sua formulagdo € equivalente a de Padberg (2000). Por sua vez, Padberg afirma
que sua formulagéo é “localmente muito melhor” que a classica “que deve ser definitivamente abandonada a pesar de
sua popularidade nos livros texto”.

Neste trabal ho aplicamos a formulagéo de Sherali (2001) e a formulagéo cléssica de alocagéo de gas de injecéo
para linearizacdo por partes e buscamos comparar as diferentes formulagfes. Na se¢do 2 apresentamos as duas
abordagens de linearizacdo por partes. Em seguida apresentaremos a aplicagéo das formulagdes propostas na se¢éo 2 ao
problema de aocagdo 6tima de lift-gas. A secdo 4 apresenta uma comparagdo numérica entre as formulagbes e
discussdo dos resultados. Finalmente na se¢do 5 temos as conclusdes e perspectivas para futuros trabal hos.



3° Congresso Brasileiro de P& D em Petrdleo e Gas

2. Linearizagdo por partes

Considere o problema de otimizac&o separéavel
max F = Z';:l f,(x) )

onde (Xy,...,%,) € X < R" é o conjunto das possiveis solugdes para F, e f; € uma fungdo ndo-linear qualquer. Tomemos
agora a funcéo fj(x) e parasimplificar a notacéo eliminamos o indicej. A linearizagdo por partes de fungBes separaveis
consiste em selecionar k + 1 pontos P = {p;: pi= (&, f(&)), a0 =1, ax = u, a.1 < & } que pertencam aumaregido[ |, u] do
dominio de x e interpol&los por retas, formando uma fung&o linear por partes f “(X).

Uma abordagem para linearizag8o de funcGes utilizando programacéo linear inteira mista, conforme Wolsey
(1999), consiste em utilizar varidveis binarias y; € {0,1}, i = 1,... k, para selecionar a parte da fungdo que se desgja
trabahar, e varidveis de peso ; € R., i = 0,...,k, que representam ainfluéncia de cada ponto de P sobre a formulagéo.
Para esta escolha das varidveis, aformulacéo fica:

x=Y ak 0= f@)4

sa 3
A<y

ALY +y, i=1..,k-1

A < Yk

Zik:o/li =1

Zikzlyi =1

As trés primeiras restri¢des garantem que apenas a regido selecionada possua peso para seus pontos diferentes
de zero. A restri¢ao seguinte ndo permite que os pontos tenham influéncia na formulag&o maior que seu préprio valor. A
Ultima restricéo garante que apenas umaregido seja selecionada.

A formulagdo proposta por Sherali (2001) é bastante parecida com a anterior, mas com implicacOes
significativas. Empregam-se as mesmas variaveis bindrias y; € {0,1}, i = 1,...,k, para selecionar a parte da fungdo que se
desgjatrabalhar. Para o peso dos pontos, utilizam-se duas varidveis A7 e AY e R., i = 1,....k para cada parte da fungéo.
A varidvel A" representa o peso do ponto a esquerda daregido, e A° o peso do ponto adireita. Assim, cada ponto p; da

fungao (exceto o primeiro e o Ultimo) possui duas variaveis de peso associados aele: AT e A, . Estaformulagdo fica:

x=Y"la,a +aaf] '0)=X"[f(a )4 + f(a)A]
sa. 4
A+Al=y i=Ll..k

Zikzlyi =1

Observamos que as restri¢des desta formulagdo sdo bem mais simples que da apresentada na Equagéo 3. A
primeira restricdo garante que apenas a regido selecionada possua pontos com pesos ndo nulos, e a segunda que apenas
uma regido segja selecionada. Em contra partida, esta formulag@o apresenta k-1 varidvels inteiras a mais que a primeira.
Este nimero maior de variaveis reais reflete apenas em uma necessidade adicional de memoria para armazenar 0s nds
durante a execugdo do agoritmo de branch-and-bound, ndo aumentando o nimero de nés da érvore de busca se
comparado com um aumento de mesma ordem no nimero de varidveisinteiras.

Padberg (2000) mostra em seu trabalho antecessor ao de Sherali (2001) que a formulacdo apresentada na
Equacdo 3 possui 0 poliedro de solugfes ndo minimo, e apresenta formulagdes com caracteristicas minimas, mostrando
que estas formulagdes existem. Em seu trabalho, Sherali (2001) apresenta uma formulagdo didética as de Padbert
(2000), e mostra que em sua formulagdo o espaco de soluctes também é 6timo, propondo que 0 modelo da Equagéo 3
ndo mais seja utilizado.

Uma formulag@o com espago de solugBes minimo implica que para o caso base, a solugdo da relaxacdo linear
(as variaveis inteiras sdo transformadas em reais) induzira a solugdo do problema original. Esta afirmacdo deixa de ser
vélida quando inserimos outras restricdes ao problema. Em nossa aplicagdo é inserida uma restricdo do limite de
compressdo de gés, que acopla as linearizagdes e modifica o poliedro de soluges. Mesmo assim, como o poliedro ainda
€ menor, espera-se que a modelagem do problema baseado na formulagdo da Equacdo 4 apresente melhores resultados
gue a baseada na formulagdo da Equacao 3.
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3. Modelagem do problema

Nesta secdo apresentamos dois modelos para a resolucdo do problema de gas-ift com programacdo inteira
mista e linearizagdo por partes. O primeiro (Py " é aaplicacio daformula(;ao de linearizag8o por partes apresentada na
Equacéo 4 sobre o modelo geral da Equagdo 1. O segundo modelo (Pgy ") é uma compactagdo do primeiro, em que s30
eliminadas variaveis desnecessarias. Outras duas formulagbes (Py e Pg,) de caracteristicas semelhantes foram
apresentadas com base na formulagdo cléssica (Wolsey, 1999) e foram feitas aplicando a formulagdo da Equagéo 3
sobre 0 modelo da equacéo 1.

A funcgo f,, representa o lucro gerado por cada pogo, levando em conta o custo dainjegdo do gés, as proporcdes
de dleo, gés e agua produzidos do poco, os lucros gerados pelo 6leo e gés produzidos e o custo de processamento da
dgua produzida. O conjunto de pontos Q, = { (g™, qp”'k): k =0,...,x(n)} formaabase dalinearizago por partes para cada
pogo n, e possui k(n)+1 pontos. Para 0 modelo admitimos que ndo existe produgdo natural do pogo, e que é necessario
um minimo de injegdo para que o pogo passe a produzirt. Assim, o primeiro ponto da curva é nulo. A lienarizaggo por
partes do pogo € apresentada na Figura 1.

9
nd n4d (q’."G,q"’G
(q, k) 13.77)‘_ ' 4
11,‘5. TS
(4;7 ap )
2 . n3 n3
qg"r rrrrrrrrrr E q ______ —\d;dp )
n,1
’ n,l :n,l
ar (1 »dp )
n,0 X xmiox 3x4: X5 X6 - i
qp n,U n, 1 2 n,K(ﬂ)

Figura 1. Linearizacdo por partes da curva de performance

Sejam foy = fo(A™, g™); Xk € {0,1} (n = 1,...,N, k = 1,...,x(n)) as varidveis bindrias que selecionam a regifo
ativas k de uma dada curva linearizada de performance n; A, " € R, (n = 1,...,N, k = 1,...x(n)) a varidvel de peso do
ponto & esquerda de uma regido k de uma curvan; e iy} € Ry (N = 1,....N, k = 2,...,x(n)) avariavel de peso do ponto &
direita de uma regido k de uma curva n. Observe que a primeira regido ndo possui variavel de peso a direita, pois ela
possui valor constante nulo da curva de performance. O modelo entdo fica:

PSh max F = Z[fnoﬁ’rl;l Zkz nklﬂ‘rl;k"’_fnkﬁ’nk)

.a ®)
Arl;,lzxn,l n=1..N
n=1...,N
A+ AR = ’
nk nk = Xnk k=2, ..,K‘(n)
Zx(n) X, =1 n=1...,N

Z _1[q|n 0}“:;1 qn . llL +qin’kﬁ’§,k) <gq™

Podemos observar que este modelo possui variavels que podem ser escritas como funcBes de outras.
Eliminando estas variaveis obtemos uma formulacdo de dimensdo cheia. Uma maneira de fazer esta compactacéo €
executando as seguintes substituicoes:

x(n)
X1 =1=>" % n=1..,N
n=1...,N 6
}“S,k :Xn,k_ﬂ’h,k L ©®)

k=2....k(n)

Efetuando as substituicdes e considerando que (g°, qp”'o) = (0,0), portanto f,o = O, obtemos a seguinte
formulagéo compacta:

! Esta hipétese ndo implica em perda de generalidade.
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N
Pc;] max F = Z[fn,kxn,k - (fn,k - fn,k—l)ﬂ“h,k]
n=1

sa @)
n=1...,
Xnk_ltkzo l
o k=2,...,k(n)
S % <1 n=1...,N

Z _12’((”) [q ,k - (qin'k n . l)]‘n k ] < ql

Observamos que nesta formulagéo compacta, as variaveis xn,kR € Xp1 N80 Mais S0 necess&rias.
A formulagéo classica Py € apresentada na Equacéo 8 a seguir:

) x(
P -max F = Zf(Zk;q'nkﬂ‘nk’ kgqpklnk)

o ®
lnvogxn,l n=1...,N
ﬂ’n,lgxn,z n:l,...,N
n=1...,N

Ange < Xok + Xope k=2, ()1
lm?“? = ot n=1..,N

KN

k(o)ﬂ' k=1 n=1...,N

KN

o Xk =1 n=1...,N

Z _lzk(ﬂ) qln kﬂ“n L <

A formulagdo Py, € obtida a partir de Py fazendo a eliminagéo de dependéncias lineares, da mesma maneira
que foi apresentado na Equacao 6.

4. Comparacgdo numérica

Executamos testes numéricos para 0s quatro modelos apresentados. Insténcias com grupos de 32 e 64 pogos
foram aplicadas aos modelos, variando-se também a restricdo da capacidade maxima de compressdo. Para avaiar a
qualidade das formulagbes procuramos aplicar o algoritmo de branch-and-bound puro. Para isso, contamos com o
auxilio do software CPLEX e desligamos as funcionalidades de pré-processamento do modelo e a aplicacdo de cortes.
Como métrica para comparagdo, adotamos o nimero de iteragdes executadas pelo agoritmo e o nimero de nés gerados
naarvore de solugoes. A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos.

Tabela 1. Comparagéo entre as abordagens

PpI Fz:pl Péh quj.?
N g™ | iteracOes nés iteragbes noés iteragdes noés iteragbes nés
32 300 18.468 1.803 23.580 4.316 2.555 1.643 2.089 1.318
500 2.116 245 1.504 661 975 107 734 107

700 38.449 3.674 35.394 9.968 4.273 3.031 7.929 6.129
1100 41.569 3.487 43.812 13.124 3.201 2.341 9.153 7.847
1500 10.873 728 9.324 3.140 1.325 485 2.530 1.824
64 700 899.179 66.453 | 854.858  152.713 57.514 53.805 98.605 99.773
1100 | 3.671.783  219.988 | 4.502.517  853.922 | 165.513 157.855| 443126 448.124
2300 | 4.257.037  178.084 | 5.286.230 1.039.903 | 127.313 125988 | 376.372  382.346
2700 | 1.249.919 50.314 | 1.710.312  279.090 30.645 31.784 82.922 84.137
3500 | 299.885 13.794 | 420.921 70.355 9.010 8.405 22.440 13.565

Observamos que as formulagbes compactas, de um modo geral, apresentam resultados piores que as ndo
compactas. A provéavel causa € que para a resolucdo das relaxagdes os algoritmos necessitam inserir varidveis de folga.
Os modelos compactos possuem dimensdo cheia, isto é, ndo possuem varidveis redundantes, ao contrario dos modelos
ndo compactos. Assim é mais facil para o agoritmo trabalhar com formulagdes em que as varidveis de folga ja fazem
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parte do modelo. Entretanto, nas formulagdes de dimensdo cheia é mais f&cil de identificar cortes. O uso de cortes €
uma ferramenta importante para acelerar o célculo da solugéo 6tima.

Comparando os modelos Py, e Py, (cléssicos) com as formulagBes Ppﬁ“ e Pcpﬁh (Sherali, 2001), notamos que
em todos os casos 0 numero de iteracOes executados pelo otimizador para resolver os problemas do segundo grupo €
menor (e em aguns casos muito menor) que os do primeiro. Entretanto, o niimero de nés do segundo grupo € maior que
do primeiro nos casos assinalados. Com isso concluimos que nos casos estudados as formulagdes Ppﬁh e Pcpﬁh devem
sempre ser utilizadas quando os recursos para execugcao do algoritmo sdo grandes, pois apresentam um ndmero de
iteragbes menor, que reflete em um tempo de execugdo menor. Quando a memoria para a execugao do algoritmo é
limitada, as formulagBes compactas devem ser evitadas pois geram mais nos, que implica em um uso maior de
memoria.

A formulagdo Ppﬁh apresentou 0os melhores resultados que as outras fomulagfes tanto em iteragbes como em
nos, devendo ser a utilizada se o otimizador utilizar apenas o algoritmo de branch-and-bound puro. Caso o otimizador
possua uma tecnologia mais avangada de resolugdo, como a geragdo de cortes, uma analise mais detalhada deve ser feita
comparando os desempenhos das formulagdes originais com as com cortes.

5. Conclusdes

As experimentacGes numéricas nos mostraram que diferentes formulagfes para 0 mesmo problema levam a
tempos de execugdo e uso de memdria diferentes. O modelo de linearizacdo de Sherali apresenta resultados melhores
que o apresentado na Equagéo 3, mesmo quando 0s sistemas sao acoplados por outras restrigdes.

Dentre as formulagbes estudadas, Ppﬁh tem o melhor desempenho, devendo ser sempre utilizada quando o
otimizador ndo possuir recursos avancados de resolucéo de problemas de programacao inteira mista.

Para trabalhos futuros, propomos investigar a influéncia da geracdo de cortes nos modelos, em suas
formulagBes compactas e ndo compactas.
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