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Resumo: A combustédo in-situ é uma técnica com potencial para exploracdo de reservatorios de 6leos pesados.
Injeta-se ar e usa-se componentes pesados e imoveis do 6leo como combustivel para gerar o calor necessario
para diminuir a viscosidade do 6leo. Assim 0 aumento da temperatura perto da frente de combustdo e o
transporte de energia térmica resultante tem grande impacto na recuperagéo.

Considera-se um cilindro de rocha porosa com combustivel sélido distribuido uniformemente,
inicialmente preenchido com ar injetado a uma taxa constante pelo lado esquerdo do cilindro. Entre o oxigénio
injetado e o combustivel s6lido ocorre uma reacdo bimolecular que produz calor e que consome oxigénio e o
combustivel. Desprezamos a compressibilidade do ar e consideramos o cilindro termicamente isolado nas
dire¢Bes ortogonais ao escoamento. A taxa de combustdo em fungéo da temperatura é dada pela lei de Arrhenius.

Existem alguns modelos matematicos diferentes que descrevem o mesmo fendmeno fisico. Neste
trabalho encontramos as solugdes para alguns destes modelos desenvolvidos em trabalhos passados para modelos
de combustdo “co-flow" e “counter-flow". Determinamos possiveis seqiiéncias de ondas com ou sem combust&o.
Levamos em consideragdo varias condi¢des de extingdo da combustdo, como por exemplo, falta de combustivel,
consumo completo de oxigénio ou temperaturas baixas. Estamos interessados em encontrar solucBes destes
sistemas de equaces diferenciais parciais para a onda de combustdo na forma de uma onda viajante. O objetivo
deste trabalho é discutir a importancia dos termos difusivos para a solu¢do em cada um destes modelos.

Combustéo “co-flow”, Meios porosos, Ondas viajantes.

1. INTRODUCAO

Embora a técnica in-situ é considerada de grande potencial para a recuperacdo e producdo de 6leos
pesados [6,16] (veja também [14,15]) ela ainda representa apenas uma pequena parcela do total de técnicas
utilizadas de recuperacdo térmica. A explicacdo é (i) abundancia até um passado recente das reservas de facil
exploracdo de 0Oleos leves, recursos de maior qualidade e de exploracdo mais barata. (ii) sucesso operacional de
métodos de injecdo de vapor em grandes reservatérios de 6leos pesados. Porém, a maior parte da producéo de
petroleo do Brasil é maritima e a inje¢do de vapor no fundo do mar é dificil do ponto de vista técnico.

A maior dificuldade operacional durante o processo de combustdo in-situ é o comportamento sensivel
da frente de combustdo sob condi¢Bes de reservatério variaveis e controle limitado do processo. Por isso é
necessario estuda-lo em detalhes. Em geral a frente de combustdo é modelada por uma onda viajante. Este
trabalho visa obter métodos analiticos para o calculo dessas ondas.

Varios estudos sobre a estrutura da frente de combustdo foram feitos desde a década de 50 sobre o tema,
por exemplo veja [1,2,3,4,5,7,13,17]. Porém, nenhum destes estudos levou em conta outras ondas que ocorrem
na frente de combustéo, nem interagéo entre elas. Como hé interacdo entre a onda de combustdo e outras ondas
gue aparecem no problema, resolve-lo levando em conta todas as ondas é relevante. O primeiro estudo nesta
direcéo foi feito em [18], veja também [8,9,10].

Em outros trabalhos [12,15] modelos similares ao [18] foram analisadas. Para resolver o problema de
Riemann correspondente e encontrar o perfil da onda de combustdo algumas simplificacdes sdo comuns.
Algumas delas sdo relacionadas aos termos difusivos que aparecem nas leis de balango de temperatura e da
massa de gas. Por exemplo, podemos considerar 0 nimero de Lewis grande como feito em [12]. Neste trabalho
mostraremos uma simplificacdo possivel na qual todos termos difusivos sdo desprezados. Também resolveremos
o problema de Riemann correspondente, obtendo o perfil de onda de combustdo praticamente idéntico ao obtido
usando modelo mais complexo contendo todos os termos difusivos e que usa técnicas de expansdes assintéticas.

2. MODELO MATEMATICO
2.1 Formulacéo
Seguindo os trabalhos [1,18] suponhamos que ar é injetado pelo lado esquerdo do cilindro de rocha

porosa, isolado térmica e mecanicamente do meio. O cilindro contém combustivel solido de tal forma que o
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escoamento da massa e de energia vai ser considerado unidimensional. O nosso modelo é composto de leis
adimensionais de balanco para energia total e para as massas totais de gas, de oxigénio e de combustivel.
Definimos a densidade p, do combustivel sélido por unidade do volume e introduzimos o combustivel
consumido como 77(x,t) =1- p, (x,t)/p{ (aqui p; é a concentracdo inicial do combustivel), assim 7 =0
corresponde a reservatério cheio de combustivel e 77 =1 a auséncia de combustivel. As principais variaveis
dependentes sdo a temperatura 6(x,t), reescalonada de tal maneira que € =1 corresponde a temperatura do
reservatdrio, concentracdo do oxigénio na fase gasosa Y (x,t) e 7(x,t). Introduzimos também a densidade de
gas p, (6, p) que é descrita pela lei dos gases ideais em termos da temperatura e da pressdo do gas total p(x,t).
A velocidade Darcy v(x,t) é o fluxo volumétrico do gas pela unidade de area.

Com algumas simplificacGes a equacao adimensional de estado para o gas fica pd =1, que podemos
obter a partir da equac&o de gases ideais, onde p é a densidade adimensional de gés.

Apos a introducdo das variaveis adimensionais para tempo e espaco em [1,18] foi obtido que o fluido
modelado pelas equacBes adimensionais de balanco e a equacédo de estado sdo:

20 a@pvd) _ 0

> TP, 1)
ot OX OX
ap) opvY) 1 0( oY)
T T o _Leax(pax) HP, @
ap  d(pv) _
¢6t+ ox o ®)
on _
ot =P @
PO =1 ®)

onde ®(4,Y,n) € ataxa de reagdo. Os nomes e os valores tipicos de parametros a, ¢, ¢, L., a, 7, u,e u,
sdo dados na Tabela 1. Os dominios fisicos das variaveis dependentes U = (8,Y,n,v) séo dados por:
6>0, 0<Y<l 0<np<l v>0. (6)

Também queremos que a combustao termine na temperatura do reservatorio ou entdo na auséncia de oxigénio ou
de combustivel, i.e., quando pelo menos uma das seguintes condi¢Ges é satisfeita: =1, Y =0 ou 7=1. Essa

condicdo impde algumas restri¢des adicionais na forma da taxa de reagdo @ .

Quantidades fisicas Simbolo [Valor
Calor total do meio poroso q 1.0121
Coeficiente estequiométrico adimensional de oxigénio H 205.8
Coeficiente estequiométrico adimensional do gas Hy 68.19
NUmero de Lewis (relagdo das difusdes térmica e molecular) L, 0.214
Numero de Arrhenius (energia de ativacao adimensional) V4 23.69
Coeficiente de reacdo adimensional a 0.027
Capacidade de calor volumétrica do gas a 6.13- 107
Porosidade do meio @ 0.3

Tabela 1. Valores tipicos de parametros adimensionais. Fonte: [1].
2.2. Onda de combustao simples

Neste trabalho analisaremos o0 modelo mais simples que o (1)-(4):

00 0d(apve) _

a ox =4®, )
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¢6t+ ox o ©
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on
L=, 10
ot (10)
pO=1. (11)
Usamos a lei da acdo das massas combinada com a lei de Arrhenius para obter a taxa de combustéo:
®=aY(1-n)exp(-5), 6>0 ; ®=0, <0. (12)

Estamos interessados em estudar a onda de combustdo que se propaga na dire¢do do escoamento do gas com a
velocidade V > 0. Fisicamente, ndo ha combustdo na frente e atras da onda de combustao, i.e., a taxa de reacdo
@ tem que se anular. Atras da frente de combustdo consideramos que ndo ha combustivel impondo:

0 >0, Y'=1 7°=1 V>0, (13)
onde o superscrito b representa o estado queimado (de “burned” em inglés). Antes da frente de combustao
consideramos que ndo ha combustdo por falta de oxigénio:

6'>0, Y'=0, n'=0, V>0 (14)
onde o superscrito u representa o estado ndo queimado (de “unburned™ em inglés).

Estudaremos a frente de combustdo como uma onda viajante estaciondria do sistema (1)-(4) com a
velocidade de propagacgdo V > 0. Os valores das funcfes de estado ao longo desta onda de combustao dependem
somente das coordenadas moéveis &=x-Vt, i.e, 9(xt)= é(é) , Y(x1) :\f(é) e n(xt)=n(&). Assim,
podemos reescrever as equacdes (7)—(11) na forma (15)-(18), omitindo “/”:

dd—f(av -Vo)=qd, (15)
£
I
f—é(vﬂ) — (18)

onde (11) foi usada para eliminar p . As condicOes de fronteira para o sistema (15)—(18) séo (13) em —x e (14)

em +oo .
Agora notemos que (15)-(18) formam um sistema de equacOes diferenciais ordinarias de primeira
ordem que pode ser reescrito na fora matricial equivalente:

-V 0 0 a q
_ 0
0 quﬁ(9 V' o o Yf: Y,
Vg-v) V n | -t | 5
—+— 0 0 0™ ’ a0
6 ad v, 1
| 0 0 -V 0]
Impondo seguintes restricdes:
V#0=1", Vzvig=1", V=zav/(f+ag)=1’, (20)

podemos reescrever o sistema (19) como:
.
0@, ~a) utuY 1 qVg—-v)+V &'y,

alVg-v)+VO Vo-—v ~ V' alVg-Vv)+Veo
Provaremos que o sistema de EDOs (21) possui solu¢do com as condicdes de fronteira definidas por (13) e (14)
para certos valores de V .

[0..Y..n.,v.] =@

(21)

3. AS CURVAS DE RANKINE-HUGONIOT

Para obter relacdo entre as condi¢Bes de fronteira (13) e (14) de tal forma que (21) possua uma solugéo
podemos substituir (18) em (15)-(17) obtendo:

;—é(av—VHJqury):O, (22)
e
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d (v—g¢V

— +uNn|=0. 24
S ) )
Isto significa que as funcdes dentro da derivada sdo constantes em &, logo podemos calcular o limite & — o0 e
iguala-lo ao valor desta funcédo para um & arbitrario:

av-Vé+qVnp=av'-Vo'-qVn", (25)
vY  gVY viYY vy "
— T _Np= - —INg", 26
g g HAVn=gm T A (26)
v v vV u
—— T uNp=——"—4 uNn". 27
g g V= T eV @7)
Em seguida tomando o limite £ — —o do lado esquerdo de (22)-(24) e usando (13)-(14), obtemos:
av' -ve' =av" -ve° +qVv, (28)
b
V —
0=, (29)
v — Vi

Fisicamente é razoavel supor que conhecemos a temperatura 8" na frente da onda de combustdo e a velocidade
de injecdo do gas atras da onda Vv’ - velocidade de Darcy. Essa escolha de pardmetros nos sera Gtil na segdo 5.
Assim temos trés incognitas 6°, v, V e trés equacdes (28)-(30). De (29):

gV =N (31)
w
Subtraindo (29) de (30):
V=V VO (1t ). (32)
Agora substituimos (31) e (32) em (28) e obtemos:
N6 + pav® —Vv° + NV + uqV —augV =au(u+u )V o". (33)

Podemos definir J(8") = 16" + uq—pau+¢—au’6" —auu, 0" ; notemos que J(6")>0 para os valores das
constantes dadas na Tabela 1, para todo #" > 0. Usando este J(6"), encontramos V de (33):

_ b
VA Gl T (34)
J(6")
Assim, temos 6° e v" definidos em (31) e (32) como funcdes de 8" e V =V (6",v") definido em (34).

4. PERFIL DA ONDA DE COMBUSTAO

Nesta secdo usaremos as condigdes de fronteira definidas na secdo 3 e equagdes (25)-(27) para obter 4,
Y, v como funcdes de 7 e dos parametros, substituindo os resultados na equagdo para 7, em (21). Em seguida

compararemos qualitativamente os resultados obtidos com os resultados para o sistema (1)-(5) obtidos usando
técnicas de perturbacdo singular em [8,9].

4.1. Perfil da onda de combustdo sem difuséo

Das equacdes (25)-(27) podemos obter:

av-V@=av'-Vo'-qVvn, (35)
LMy - v, (36)

0
V=gV —ﬂgVﬂ6’+9—u(V ) =N —uNno+Vo(u+u,), (37)

onde usamos (32). Substituindo v de (37) e v* de (32) em (35), dividindo por V e simplificando, obtemos:
. ad" (u+uy)—0" —an
a(u+ py —pgn) -1

(38)

Usando (37) em (36) temos:
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y=—#1 (39)
H+ Hy = fy7]
Finalmente usando (38) e (39) podemos reescrever as equagoes para 7, em (21) como:

Y@= (=r)__ —pn-n) 1-alu+ py — 4yi)

g exp( ) = { - - ]
-V 0 ) (u+uy—pumV ad" (u+py)—-0" —dn
Podemos resolver a EDO (40) com qualquer condig&o inicial 7(0) =7°, onde 0<7° <1 e substituir o resultado
nas equacdes para &, Y e v obtendo o perfil da onda de combustdo. Resolvendo humericamente estas equacoes
usando o programa Matlab com as condigdes iniciais 7° = 0.5, obtemos o perfil que pode ser visto na Figura 1.

(40)

25

15F ==

0.5

Figura 1. Variaveis @, Y e 1 sdo funcdes de & .

Para validar esta solucéo foi mostrado em [11] que as restri¢cdes (20) sdo satisfeitas paratodo V >0.
A EDO (40) foi resolvida numericamente, porem algumas vezes é conveniente haver uma solucéo
analitica aproximada e explicita. Para obter esta aproximacdo vamos substituir o fator exponencial em (40) por

uma constante E :

__—un@-n) o (41)
(u+ py — pgmV

Neste caso o fator exponencial do lado direito de (40) pertence a algum intervalo [E",E"] e nos podemos

7

resolver (41) substituindo E por E' e E’ para obter solugdes 7,(¢) e 7,(¢), respectivamente. Usando a
teoria de EDO bésica podemos provar que a solucéo 7(¢&) de (40) satisfaz 7, (&) < (&) <, (£).

Para obter E' e E” suponhamos que a funcdo 6(&) é mondtona e que 6" <O(£)<6° (este fato foi
mostrado em [11]). Como a exponencial é uma fungéo crescente, temos

E'= exp(—ﬁj < exp(—ﬁj < exp(—ﬁj =E".

Reescrevendo os coeficientes pre-exponenciais da equacdo (40) como:
—un-n) _ —n(1-1n) __ —n@-=n)
(u+py =V O pylp—punuN - Q+K=KpV’
onde K = ,/u. Agora podemos resolver (41):

n KVn=V(@1+K) ¢
,———————=dn =" Ed¢. (42)
I’? n(-n) L’
Integrando (42), temos:
\
[(1;Z)j (UO)VK :e55, = j-];z :(UO)—KeEg/V. (43)

Esta equacdo pode ser reescrita como:
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n—K—l _n—K _ (no)-K eE.»;/V. (44)

Podemos resolver (44) em &. O resultado é comparado a solugio numérica (40) obtida anteriormente na Figura

2. Como pode ser visto na Figura 2, o perfil da solucfo é semelhante & aproximac&o que usa E = E” a esquerda
e é semelhante a aproximacédo que usa E = E" a direita.
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Figura 2. Comparacéo entre a solugdo numérica de (40) (linha continua) e solu¢édo da

EDO aproximada (pontilhada); 6° aesquerdae #" adireita.

4.2. Perfil de onda de combustao no caso geral

Em [10] o perfil de onda de combustéo foi obtido usando a técnica de perturbacao singular, veja Figura
3. Comparando os resultados com Figura 1 podemos ver que eles descrevem fendmenos qualitativamente

semelhantes.

251

—n
-—-0
- -y

15

0 I I I I I I I I )
-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

Figura 3. Variaveis 6, Y e 1 sdo fungdes de & .

5. ONDAS SEM COMBUSTAO E SEQUENCIAS DE ONDAS

Na auséncia de combustdo os termos fonte que representam a troca de massas entre as componentes
durante a combustdo e contém o fator @ se anulam no sistema (7)—(11). E claro que ® anula-se para Y =0 ou
n=1. Consideremos que as solu¢des sdo lisas; expandimos as derivadas nos termos que sobram em (7)-(10),

manipulando (8), (9) e usando (11) para eliminar p , obtemos:
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0 00 06

—+¢ |—+v—=0, 47
(a ¢] ot OX “7)
on
—L=0. 48
ot (48)

Assim os possiveis valores das velocidades caracteristicas do sistema (45)-(48) (na ordem crescente) e os vetores
caracteristicos correspondentes sao:

A7=0,  (0,0,10), (49)
0 _ v v T

_ae+a¢’ (J’O’O’e+a¢) ’ (50)

A =vig,  (0,1,0,0). (51)

E facil ver que todas as velocidades caracteristicas sdo constantes ao longo das curvas integrais definidas pelos
respectivos campos de vetores caracteristicos. Isto quer dizer que todas elas estdo associadas a descontinuidades
(ou ondas) de contato e que satisfazem as relagbes de Rankine-Hugoniot para (7)-(11). A velocidade

caracteristica A” corresponde a uma descontinuidade imovel ao longo da qual somente 7 varia, A°

corresponde a uma descontinuidade de temperatura ao longo da qual variam @ e v e finalmente A
corresponde a descontinuidade de composicdo de gas ao longo da qual varia somente Y .

Em [18] a mesma seqiiéncia de ondas foi obtida, 0 modelo usado foi (1)-(5) e foi considerado o
comportamento da onda em grandes escalas espaciais, o que faz com que todas as segundas derivadas tendam a
zero. Também foi mostrado que as velocidades em (49)-(51) sdo todas diferentes.

Podemos entdo descrever a seqiiéncias de ondas na solugdo de Riemann com as condicOes (13) e (14)
da frente de combustdo. No caso que estamos estudando (combustdo na mesma direcdo do escoamento ou “co-

flow”) a onda térmica precede a onda de combustdo (A1°(U")<V ) e 6° >6". Por causa das desigualdades

AT <A%< A" a seqiiéncia de ondas na solucdo do problema de Riemann consiste em um choque imével de
combustivel, um choque térmico com velocidade A’ , uma onda de combustio com velocidade V e uma onda

de choque de composicao de gas com velocidade A" . Efetivamente, esta Gltima ndo existe visto que o oxigénio é
completamente consumido segundo hipotese da condigdo de fronteira (14). Esquematicamente esta sequiéncia de
ondas pode ser representada como:

Al 29 \

u' yU! yU® yU". (52)

O estado U' = (6',1,0,v') representa a condicdo de injecdo, U' = (6',1,1V') é o estado intermediério na regido
depois de combustdo, os estados U® = (6°,1,1,v°) e U" =(#",0,0,v") sdo os estados queimado e ndo queimado
respectivamente, cercando a onda de combustdo.

O seguinte teorema define formulas para todos os estados e também as velocidades para a onda de
combustdo e para as ondas sem combustdo na seqiiéncia de ondas (52) da solu¢do do problema de Riemann.

Neste teorema a temperatura inicial do reservatorio é considerada fixa 6" =1.

Teorema 1: Supondo que na seqliéncia de ondas que aparece na solugdo do problema de Riemann (7)-(12)
exista uma onda de combustdo movendo-se na direcdo do escoamento com condi¢des de fronteira a esquerda e a

direita satisfazendo (13)-(14) com 6° > 6". Dadas a condigdes de injecdo U' = (¢',1,0,v'), com §' >0, v' >0
com a temperatura do reservatério 6", entdo todos os estados constantes, as velocidades de todas as ondas da
seqiiéncia de ondas (52) sdo unicamente determinadas.

Demonstracao. Primeiramente notemos que junto com (50) temos quatro equagdes independentes (as outras s&o
(31), (32) e (34)) para os seis parametros 6°, 8", @', V", v" e V', logo o resultado do teorema é plausivel.
Analisando a Fig. 4 podemos ver que as velocidades das ondas e os estados intermediarios na seqiiéncia (52)

podem ser determinadas do seguinte modo. Substituindo 6° de (31) em (50) segue que

Vv v

i =a— >
o' +ag & +ag

a

(a¢ +Vb_—¢v) Vi =av’ (@' +ag); (53)
w

V= N (au -1V’
N (O +ag) -V’
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Al 0
t

U'=.1,1.V)

u'=(0'1,0v)

———

U“=(1,0,0,v"

X
Figura 4. Regides separadas pelas ondas imével, térmica e de combustéo da solugdo de Riemann.
Valoresde &, Y , 7 e V em cada regio.

Usando v° de (53) e usando (34) obtemos V ; em seguida usamos (31) e (32) para obter 6° e v' como funcdes

de 0", 6" e Vv'. Isso completa a demonstracdo do Teorema 1.

Como as ondas de combustao e térmica sdo muito lentas, notemos que elas levam muito tempo para se
separar, enquanto a onda de composicdo de gas (extremamente rapida) separa-se das outras imediatamente. Isto
explicaria porque este fendbmeno ndo foi detectado em experiéncias de laboratorio, onde é comum observar
efeitos transientes e ndo assintoticos.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos um exemplo simples e interessante de um modelo de combustdo gés-sélido
em meio poroso sem difusdo na direcdo do escoamento. Obtivemos o perfil da onda de combustdo e resolvemos
o0 problema de Riemann correspondente. Comparando estes resultados aos obtidos em outros trabalhos podemos
concluir que os efeitos dos termos difusivos ndo afetam qualitativamente a propaga¢do da onda de combustéo.
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DIFFUSION EFFECTS IN MATHEMATICAL MODELS FOR IN-SITU
COMBUSTION IN POROUSE MEDIA

ABSTRACT: Air injection and in-situ combustion have long been considered as potential techniques for
displacement and recovery of heavy oil. They utilize heavy and immobile components of the crude oil as fuel
producing in-place the heat necessary for the recovery of upgraded crude oil.

We consider a porous rock cylinder with a homogeneously distributed solid fuel, initially filled with air
that is injected at constant rate on the left end of the cylinder. A bimolecular reaction is assumed to take place
between the injected oxygen and the solid fuel, hence the region of reaction behaves as a source of heat as well
as a sink for the oxygen and the fuel. We neglect air compressibility and heat losses, and we consider the
cylinder thermally insulated in directions orthogonal to the flow direction. The temperature dependence of the
reaction rate in the combustion process given by Arrhenius' law is an exponential that tends slowly to zero at
zero absolute temperature.

There are few different mathematical models we can use to describe this physical phenomenon. In this
work we present some models developed in previous works applied to both co-flow and counter-flow
combustion. We determine possible sequences of the combustion and the non-combustion waves present in the
flow for various combustion zone conditions including cases when oxygen or fuel are completely consumed
during the combustion or the combustion vanishes due to low temperature. Our interest is finding the solutions
of these systems of partial differential equations for combustion wave as traveling waves. The goal of this paper
is to show that qualitatively the diffusion terms have no importance for the solution in each of these models.

In-situ combustion, Conservation laws, Porous media
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