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Resumo: A exploracdo offshore tem sido responsavel pelo crescimento da produgdo de petréleo no Brasil, fato que
incentiva o estudo da dindmica de ondas aqudticas sobre topografias varidveis. Através de um modelo que descreva
esta dindmica pode-se obter informacdes importantes sobre as regides costeiras e questdes como viabilidade de
atividades de exploragdo nestas regides.

Para obtencdo de tal modelo, consideramos as equacdes de Euler para fluidos inviscidos e pretendemos obter
uma equacdo de Schrodinger nao-linear para um envelope de ondas moduladas lentamente. A partir de um modelo
bidimensional para ondas de superficie em profundidade finita, utilizamos a técnica de andlise assintdtica em
mualtiplas escalas a nivel das equacdes da teoria do potencial para obter um modelo reduzido. Tal modelo € dito
reduzido no sentido que simplifica a teoria do potencial ndo-linear em duas dimensdes espaciais para uma dimensdo
ao longo da fronteira livre.

No que diz respeito a geometria do problema, consideramos no fundo, a topografia do solo oceanico
e/ou a presenga de estruturas submarinas e uma fronteira livre na superficie do mar. Para modelagem de tal
geometria usamos coordenadas curvilineas. Através de uma aplicacdo conforme transformamos o nosso sistema
de coordenadas em um de coordenadas curvilineas que representam o dominio fisico original mapeado em um
dominio mais simples geometricamente (uma faixa).

Do ponto de vista matematico, e para simulagdes computacionais, o modelo a ser obtido é mais simples que o
problema em sua formulag@o original.

Esta estratégia no processo de modelagem permite capturar e entender a dindmica de ondas aqudticas numa
determinada regido onde ja exista ou v4 existir atividade de exploracdo offshore. Além disso, com este modelo

pode-se obter previsdes maritimas dessa regido de forma mais rapida e mais eficiente computacionalmente.

Ondas aqudticas, Equagdo de Schrodinger, Envelope de Ondas, Profundidade finita.

1. INTRODUCAO

Para a explorag@o offshore sdo necessdrias informacdes sobre a viabilidade e seguranca das plataformas. Deste
modo é importante um estudo da dindmica de ondas de superficie sobre topografias variaveis.

A modelagem de ondas de superficie € de grande interesse para o estudo de dindmica de oceanos e da teoria
matemdtica de ondas lineares e ndo lineares. O nosso desafio é obter um modelo que capture como a topografia
e/ou estruturas submersas podem influenciar a evolu¢do de um trem de ondas na superficie em uma profundidade
intermedidria (Figura 1). Em Ruiz de Zarate Fabregas (2007) estudo semelhante foi feito para ondas internas
utilizando uma abordagem um pouco diferente da que apresentaremos aqui.

Vamos deduzir um conjunto de equacdes que governa a evolucdo de um trem de ondas de superficie
variando lentamente na presenca de topografia usando mapeamento conforme. Mais especificamente usaremos
a transformag@o de Schwarz-Christofel para mapear o dominio fisico em uma faixa uniforme. Deste modo
simplificamos a condicdo de impermeabilidade do fundo e transformamos o nosso problema no sistema

coordenado (x,y) em um outro no formato com o qual ja trabalhamos, sé que agora em coordenadas curvilineas
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FIGURA 1. Representacdo esquemdtica da interag@o: estruturas submersas - trem de ondas -

plataforma. Adaptacdo da Figura 6.30 de Thomas, 2001.

(€,8). Usando expansdes assintdticas e o método de multiplas escalas obtemos uma equagio de Schrodinger para

o envelope do trem de ondas assim como no caso de fundo plano apresentado em Mei (1989) ou no caso do fundo

com pequenas variacdes aleatdrias (Mei e Hancock, 2003).

2. REVISAO DA LITERATURA

Em nosso modelo, o uso de coordenadas curvilineas acompanhando a topografia segue a abordagem de
Nachbin (2003) e Hamilton (1977). Através desta abordagem obtemos um modelo que engloba topografias mais
gerais do que Pihl ef al. (2002), Mei e Hancock (2003). Estes autores usam andlise assintdtica para obtencao
de uma equagdo de Schrédinger na modelagem de um envelope de ondas sobre topografia varidvel. No entanto
limitam a variagdo no fundo ao caso de uma topografia descrita por uma fungio aleatéria com média zero, sendo
esta variac@o limitada por um pardmetro pequeno € < 1. Estudamos inicialmente tal metodologia para obtencdo
de uma equacio para o envelope de ondas sobre um fundo plano (Mei, 1989) e o nosso desafio foi conectar tal
técnica com o uso do mapeamento conforme para lidar com a topografia e generalizando para situacoes onde

temos além de topografia, também estruturas submersas, com perfis descontinuos ou até apresentando valores

multiplos em um ponto.

3. MODELO MATEMATICO

3.1 Formula¢io em Coordenadas Curvilineas

Considere um escoamento inviscido, irrotacional no plano , onde y é coordenada vertical e x a horizontal. A
regido de interesse € delimitada inferiormente por um fundo impermeével e estaciondrio definido por uma fungdo
y = —h(x), e na parte superior pela superficie livre dada por y = 1(x,#). O campo de velocidades u é definido

através do potencial de velocidade @ (x,y,7) na forma u = (u,v) = V.
As equagdes para ondas aquéticas em termos da velocidade potencial @ (x,y,#) e da elevagio da superficie livre

N (x,) sdo as conhecidas na literatura sobre o assunto (Mei, 1989 ou Whitham,1974) e nfo serdo repetidas aqui.

A condi¢do de Neumann no fundo, merece destaque, pois ela serd transformada pela aplicacdo conforme, ela é

descrita pela seguinte equacao:

h @Dy +CI))’ =0, y= _h(x) (D
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Definiremos a aplica¢do conforme como em Hamilton (1977):
wx+iy)=E+ig )
Esta leva o dominio do escoamento num estado ndo perturbado (dominio fisico)
Q. —h(x)<y<0, —co<x<oo 3)
na faixa uniforme (dominio computacional)
Q,: —1<(<0, —w0<&<oo. 4

comx=x(&,{) ey=y(£,&) um par de fungdes harmonicas em Q,,.

2 +iC )=x+iy

Q. )
| TR .
v «“/ //{";f+i1')=&_+fg

FIGURA 2. Representagao esquemdtica da aplicagdo conforme (2) e de sua inversa

O conjunto de equagdes para ondas aquéticas escrito no sistema de coordenadas curvilineas (&,) fica

respectivamente da forma:
Gpe +Ppr =0, —1<E<N( 1), 5)

com as condi¢des de fronteira (cinemdtica e dindmica) para a superficie livre § = N(&,1):

|J|N; +Pe Ne =Py = 0, (6)
Ul (&n+) + 3 [Ver@P = 0 ™

e a condi¢@o de Neumann no fundo
D=0, {=-1. ®)

Aqui N(&,r) é afungdo que descreve o perfil da superficie livre no novo sistema de coordenadas e |J| = |/| (&, §)

€ o Jacobiano da transformac@o (2). Usando as condi¢des de Cauchy-Riemann este pode ser escrito como:

1(8,8) = vz +%. ©

Ao ser avaliado na superficie livre o Jacobiano pode ainda ser escrito em funcdo de um coeficiente varidvel

M(&), que expressa como as perturbagdes do fundo véem-se refletidas na superficie:
VIE.1) =M(E)* +0(4). (10)

Esta dltima expressdo € obtida da expansdo em polindmio de Taylor de (9) e denotando M(£) = y¢ (€,0), onde

y(&, ) é definido como solugdo de

yee +yee =0, (£,0)€Q,
y=0,  {=0 (11

y=—hx(&,-1), &=-1
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Resolvendo o problema de valor de contorno acima obtemos que:

M(&)zyd%ao)%/‘im

Para que o leitor tenha uma idéia de como obtivemos as equacdes (5)-(8) e para mais detalhes sobre o

de'. (12)

mapeamento conforme, ver Hamilton (1977), Nachbin (2003) e Artiles Roqueta (2004). Estes dois tdltimos
apresentam uma versdo adimensional para as contas.
Vamos fazer expansoes das equacdes (5)-(8) para obter uma familia de problemas mais simples. Primeiramente

expandimos a velocidade potencial, ®, e a elevacao da superficie livre, 17, como
=Y ¢, n=1Y €Ny, (13)
n=1 n=1

onde € = kA < 1, A é a amplitude caracteristica da onda na superficie livre e k o nimero de onda. Considere
que 1 = O(A). Além disso vamos assumir que estamos em um regime de profundidade intermedidria, isto &,
kH = O(1), onde H é a escala de profundidade. Note que O(A/H) = O(kA/kH) = O(kA), ou seja, estamos
considerando um regime de ondas abatidas (pequena variagdo da amplitude).

Em (13) temos que:

¢n ¢n(5,§1,§2,---;u-;C;tJutz,...),
r'n - nn(§7§1a§2a“-;t7t17t2a"')'

Podemos adotar para M (&) a seguinte expansio:
M(E)=1+em(&).

Deste modo teremos que:

(M;§)> B <1+81m(§)> =1—em(§)+em(§)* — O(e’).

Assumiremos que a fungio m(&) tem média (no sentido probabilistico) igual a zero.

Para permitir a modulag@o lenta nds introduziremos varidveis em multiplas escalas:

67 61:8€a 62:825“'5

t, fh=¢t, bHh=¢t...,

as derivadas originais sdo substituidas também, conforme a equacgdo (4.3), Capitulo 2 de Mei, 1989. Agrupamos

os termos até ordem O(&?). Entdo obtemos uma seqiiéncia de problemas da forma:

9? 92
<852+8C2> ¢n:Fn, *1<C<0, (14)
da equacgao de Laplace, e
Zo0= (2 62 ) 0=Gr =0 (1)
¢n — atz g ag (Pl’l - ny - Y

das condigdes na superficie livre (combinando a cinemaética e a dindmica). Usando a condi¢@o dindmica de pressido

constante, encontramos a elevagao da superficie

—gNn=H,, §=0. (16)
E a condicdo de fundo, em poténcias de &, pode ser escrita da forma:

dPy
¢

=0. {=-1. (17)
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Onde os termos forgantes sdo descritos por:

Fi=0, B=-201,, Fi==|01, +201, +20, |: (18)

G1=0. Go=—[mLor+ (08 +97.) +201, | +sm(&)on,. (19)

1
Gz =— |:n2$§¢1 +MmZLedr+ En%fgg% +2 (<l51,5d525 +¢1g¢z§>t+
1 d d
e (07, +07,)  +5 <¢‘éa§+"’1<ag) (62 +97.)
+2¢2tt1 +2¢1g¢1§,| +2¢1§1 ¢1§, +2¢1§ ¢15,1 +2¢1€ ¢1t§1 +
+2n1¢1§tt1 +2¢1tt2 +¢1r111:| +7718m(§)¢1§¢ ++gm(§)¢2§ -

—gm(&)201, +2m(€) (07, + 07, ) +m'(€)01601 20)

Hi=91, Hy=0o+% (08 +92)+01, Mo, 1)

Hy = ¢3,+ 91,02, + 91,02, + M2, + M1, +
1 2 1 2 2
+ 5"11‘?’1;@ T5M (‘Plg +¢1§)C+¢Zz|
91,01, + 01, +Mbry, —m(E) (03 +97,). 22)

Seja < ... > a média no sentido probabilistico € (...)" a pertubag@o desta componente. Em todas as ordem, as

solugdes sdao expressas por:
O =< @y > +0,, Nu=<M,>+1n,, n=1273,...

Os forgantes também podem ser escritos desta forma:

F,=<F,>+F), G,=<G,>+G,, H,=<H,>+H,

Usando a linearidade do problema e o fato de que < m >= 0, as equagdes para < ¢, > e <1, >, (n=1,2)
reduzem-se ao caso bidimensional das equagdes apresentadas por Mei (1989) para fundo plano. De fato, a parte
das solucdes descrita por < ... > obtida para n = 1,2, assim como as condi¢des de solvabilidade nestas ordens,
ficam semelhantes as de Mei e Hancock (2003). Deste modo em primeira ordem temos como solu¢do um trem de
ondas monocromadtico propagando da esquerda para direita:

gcosh Q

2= (jAeY 23
2wcoshq(l ¢ Jr*) 23)

< ¢ >= o+
1 .
<m>=3 (Ae'Y +x), (24)

onde @10 = ¢10(&1,E,11,2,...) representa o potencial de ondas longas, aqui A = A(&;,&,,1,f,...) denota a
amplitude do termo dominante, ¥ = k& — @1 € fase da onda, Q =k ({ + 1), g = kh = k (com a aplicagdo conforme

h=1)e " denota o complexo conjugado. A relagio de dispersio

w? = gktanhg, (25)
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relaciona a freqiiéncia da onda @ e o nimero de onda k. Visto que F; = G| = 0, ¢; ndo ¢ afetado pelo efeito da

topografia, deste modo:
p=m=0; ¢ =<¢1> Mm=<m>.
Em segunda ordem para a média, obtivemos também a mesma solugao:

3 wcosh2Q

< >= 0 — 6 sinh'q

(Q sinh Q) <e”"+ > (iA%e*Y +x).

ZHsh 9E
1 k 1 0A
— _ = 77A2 - 14 _
<> { 2 " 3sinn g }+2a)Qane +*>
_ gsinhg ( dA o )+kcoshq(2.co§h2q+l)
2kCOShq 851 8 sinh q

Usando a condigdo de solvabilidade para o primeiro harmdnico de < ¢, > também obtivemos:

(AzeZi"’ +x),

dA dA
EﬁQﬁ[:Q (26)

79 ¢ a velocidade de grupo (w definido em (25)). Este resultado é esperado, confirmando que em

dk

termos dominantes a amplitude de um trem de ondas viaja com velocidade de grupo Cq (k).

onde C, =

Os resultados obtidos sdo novos para a componente (...)" da solugdo de segunda ordem. A abordagem por
aplicacdo conforme faz com que a topografia afete a condicdo de fronteira na superficie livre enquanto que no
trabalho de Mei e Hancock (2003), ela afeta a condi¢do de Neumann no fundo. O uso do mapeamento conforme
também traz outras vantagens que serdo destacadas a posteriori.

O problema em segunda ordem apresenta efeito da topografia presente no forgante G, = gm(& )¢, c Vamos

resolver o problema para ¢;. Para tal devemos obter a solu¢do do problema de valor de contorno para ¢,

P AN
<a§2+&cz>¢2] = 0, —1<4,‘<07
a2\
$¢n5(gac+at2>¢21 = gm()p,, §=0,
a9, _ B
a? = 0, {=-1

Este problema € resolvido usando fun¢io de Green ¢ (€,8;E') =9 (|€ — &’|,£). A solugdo encontrada para

¢, €:

o= "2 [ m(&)e s (&~ €.¢)a
onde
9 (E—E.C) = L/“’ coshacoshaC—i—smhasmhaC a8 g
- osinh o — &= 2 2 coshar
Segue que:

¢y =056 +x, =057 +x.

Em ordem O(&?), o problema para < ... >, é afetado pela topografia devido a presenga dos termos: gm(&)?¢; ¢

e gm(é)th em G3. Estes termos fazem com que < Gz > fique na forma:
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1
<Gﬁx[g%m+azmﬁd&z@m+2@ym+mﬂ%l+
1/ 9
£ (97, +07,) 5 (¢1585+¢1gac) (2 +97.)
+2¢2”1 +2¢1§¢l§’1 +2¢151 (Plg, +2¢15¢1§t1 ++2¢15¢1,51 +
. A .
+2€1 (pl{ttl +2¢1n2 +¢lt|l|:| +iAgﬁelW _gm(g)z%elw7 (27)

efeito da topografia

onde

(D

Je Mg (16 - &'1.£)d(E - &), (28)

Por (27) a topografia afeta sé o primeiro harmdnico, deste modo < ¢39 > € governado por equagdes cuja a

condicao de solvabilidade é a mesma que para o fundo plano:

9? 92 o> cosh? . »’
¢1207 2 ¢IO: X quA)éli )
ot PI3) 2k sinh? ¢ 4 sinh? g

AA™),, . (29)

Esta equacdo descreve a evolucao de uma onda longa gerada por ondas cuja a amplitude varia muito pouco dentro
do envelope do trem de ondas.

Para o primeiro harménico de < ¢ >, o problema de valor de contorno é:

82
(aczkz)@l - B, —-1<(<0, (30)

9
<8C_w)¢31 = G, (=0, 3D
%1 — 0, z—-1. (32)

F31 é como no caso de fundo plano descrito em Mei (1989) e G3; tem dois termos a mais:

@’k cosh ¢ (cosh 4g+ 8 — 2 tanh? q) i|A|PA —

" 16sinh’g

ok (d¢0 2w cosh’q I . wchg @_
sinh 2g \ 9t k & 2kshg 8t2
w’q . 9°A  @’coshq dA L iA®

~ % 38 an " Tsinhg ar, TABemS) -

efeito da topografia

Usando a condic¢@o de solvabilidade (Teorema de Green):

1 0 coshk(§+1)
§G31 B /_1 <F31 coshk ) ds (33)

obtemos:
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87A+ A __iog cosh? —aZA +
g 89E  Ksinh2g o Tgg?
1.9 ik*A ddio 2mcosh’qddg\ igsinhg %A
20 8t12 2a)cosh2q 8t1 k 851 kCOShq 8§1<9t1
iok? (cosh 4q+8—2tanh2q) JiAD
16 sinh*g 2

O efeito da topografia no envelope de ondas estd isolado nos dois dltimos termos. Combinando (26) e (34)

|APA+iAB — m(&) 0. (34)

obtemos:
o oy, [ 1 (P P
an | 29& ) T T2\ oK) gg?
wk?(coshdg+8 —2tanh?q) KA 9¢10 | I .
A|“A— — A ieAB =0 35
16sinh4q Al (2(000sh2q oty aél) TieAp ' ©3)
onde .
p=p-mePl? ="E [ e Mg (g -0 a6 - &) -miE).
e

1020 C;  wqcosh’q  gsinhg
20k 2 Kk%*sinh2g = kcoshg
A equagdo (35) € uma equagdo de Schrodinger nio linear (uma dimensao espacial - observe que comegcamos

> 0.

com duas). As equagdes (35) e (29) governam a evolugdo lenta do envelope A de ondas moduladas lentamente e
do potencial de ondas longas ¢19. O resultado apresentado por Mei (1999) para fundo plano € simplesmente (35)
com B =0.

4. CONCLUSAO

Nesse trabalho mostramos como o mapeamento conforme pode ser um grande aliado para se obter modelos
mais gerais, no sentido que este pode nos possibilitar menos restricdes quanto ao perfil do fundo. A principal
vantagem do nosso modelo € que o coeficiente varidvel M(&) (proveniente da aplicagdo conforme) nos possibilita
representar topografias ou estruturas submersas com perfis descontinuos ou até apresentando valores muiltiplos
(conforme ilustrado nas Figuras 3 e 4, geradas usando o SC-Toolbox (Driscoll)) enquanto que o modelo
apresentado por Mei e Hancock (2003) estd restrito a perfis suaves com pequena variacdo em relacdo a
profundidade média da 1amina d’dgua. O fato do nosso modelo se reduzir ao apresentado por Mei (1989) quando
B = 0 nos da confiabilidade nas equagdes obtidas. Obtivemos um modelo reduzido no sentido que simplifica
a teoria do potencial ndo-linear de duas dimensdes espaciais para uma dimensdo ao longo da fronteira livre.
Esperamos generalizar ainda mais este modelo e em particular implementar um método numérico compativel
com O mesmo e com isso obter previsdes maritimas numa dada regido de forma mais rdpida e mais eficiente
computacionalmente. Deste modo pode-se obter informacdes sobre a viabilidade de atividades de exploracao

nesta regido.
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FIGURA 3. Representagdo esquemdtica de um fundo que apresenta variacdo descontinua nas

coordenadas xy juntos com as curvas de nivel em £ e {.

- 2 0 2 4
FIGURA 4. Dominio fisico: fundo descrito por /(x) que assume miiltiplos valores em um ponto,

por exemplo quando A(x) representa o perfil de estruturas submersas.
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EVOLUTION EQUATIONS FOR A WAVES TRAIN OVER A VARYING OPOGRAPHY.

Abstract: Oil recovery in ocean waters has been responsible for increase of oil production in the Brazil. This
stimulates research regarding the dynamics of water surface waves over varying topography because through an
efficient model we can get important information in the coastal regions and questions like viability of exploration
in these regions. To obtain such model, we consider the Euler equations for inviscid fluids and get a nonlinear
Schrodinger equation of for the envelope of slowly modulated waves. From a bidimensional model for surface
waves in finite depth, we use the technique of asymptotic simplification of the nonlinear potential theory equations
and the method of multiple scales to get a reduced model. Such model is called reduced because it simplifies
the theory of the nonlinear potential from two spatial dimensions to a one dimension at free boundary. About
the geometry of the problem, we consider a varying topography at the bottom and/or the presence of submarine
structures together with a free boundary at the surface of the sea. For the modeling of such geometry we use
curvilinear coordinates. Through an conformal mapping we transform our cartesian system into one of curvilinear
coordinates that maps the original physical domain into a simpler domain (a strip). From the mathematical point of
view, and computational simulations, the deduced model is simpler than the problem in its original formularization.
This strategy in the modeling process allows to capture and to understand the dynamics of water waves in regions
where offshore exploration activity already exists or not. Moreover, with this model, computational maritime

forecasts can be done faster and more efficient.

Water waves, Schrodinger equation, wave envelope, finite depth.
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