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Propagacao de Incertezas em Reservatorios de Petréleo usando o
Método de Colocacao Probabilistica

Abstract

In this work we present an implementation of an alternative to the Monte Carlo Method, that is
adequate to problems where the number of uncertain variables is not so high, Probabilistic Collocation
Method (PCM).

The PCM is a "Black Box" method, where uncertainty propagation analysis is made without any
modification to the simulator code, that permits the use of commercial simulators with closed source.
In PCM the expectation and the variance of the simulator's output are directly estimated, as functions
of the probability distribuition of the uncertain variables in simulator input. The mathematical tool
behind the method is the gaussian quadrature integration, a quadrature whose interpolation points are
roots of orthogonal polynomials according to an inner product, that depends on the probability
distribuitions of input variable. For usual distributions like: normal, exponencial, uniform, etc, the
polynomials that appears are well-knowed in linear algebra: Legendre, Laguerre and Hermite. The
great advantage of PCM is that number of points necessary for a good estimation to the simulator
output statistics compared to the Monte Carlo Method is be orders of magnitude smaller.

Applications of PCM on oil reservoir simulations will be presented. As it is just a preliminar
implementation, we just treat problems with one uncertain variable, despite of the method being
applicable to problems with multiple dimensions.

Introducao

Considere o problema de estimar a resposta de um simulador cujas entradas sdo incertas. Neste texto
o simulador serd entendido como uma fungdo ndo linear que associa uma resposta a um conjunto de
varidveis de entrada, algumas daquelas incertas. No contexto de reservatorios de petroleo a
porosidade, a permeabilidade do meio, etc, serdo as entradas tipicas, a produ¢do acumalada de 6leo, a
producdo acumulada de gas serdo possiveis respostas.

Metodologia

O cerne do método ¢ avaliar numericamente integrais que representam expectancias e variancias de
variaveis aleatérias. Essas integrais envolvem uma funcdo densidade de probabilidade que para o
método tém a importante propriedade de serem positivas e continuas no intervalo de integragdo de
interesse. A avaliagdo ¢ feita de uma maneira inteligente, pensada por Gauss a muito tempo atras.

Quadratura Gaussiana

Pretende-se calcular integrais da forma:

f: w(x) f(x)dx

sendo w(x)>0 e continua em [a,b]. Como qualquer outra quadratura, a aproximagdo sera feita
como segue: [1]

[0t fx)de~Y, 4,1 (x,)
onde Ak=f: w(x)lk<x) dx e I, o polindmio de Lagrange no ponto X, .
Esses pontos de interpolagdo sdo obtidos, definindo no espago dos polindbmiosde IR em IR ,o
produto interno (¢, ¢2>=j: w(x)¢p,(x)¢,(x)dx, com esse produto definido e a base candnica
{1 X7, ] , obtém-se através do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, uma familia de
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polindmios ortogonais, { g, P,,P,, ...} . Cada polindmio ortogonal ¢, assim obtido possui “n”
raizes distintas em |[a,b| e as raizes serdo os pontos de interpolagdo procurados.

Colocacao Probabilistica

O método sera aqui abordado para uma unica entrada incerta. Seja X essa entrada. A relago entre
a variavel de interesse de saida do simulador, Y , e a entrada incerta, X , sera expressa por uma
fungdo ndo linear desconhecida da forma Y =S5(X) . O valor esperado da resposta e a variancia
serdo dados respectivamente por:

E(Y)=] S(x)f(x)dx (1)
v (v)=[[S(x)=E(¥)F f (x)dx ()

onde f ¢ a funcdo densidade de probabilidade da entrada.
A integral é avaliada numericamente através da quadratura gaussiana, o calculo dos pontos e pesos
da quadratura depende de e é mostrado a seguir para algumas distribuigdes usuais:

Distribui¢ao uniforme:

b
Se a entrada tem distribui¢do uniforme em [a,b| , E(Y)= fa S(x) bia dx . A substituicdo
— g — 1 —
u=% leva a integral E(Y)=%f_lS(b2au+aJ2rb)du ) w(x)=1 ,
a=—1 , b=1 ,daortogonalizagdo de Gram-Schmidt surgem os polindmios de Legendre.
1 dn 2 n
L,(x)= x—1
(x) 2"n!dx"[( )']

Escolhida a ordem da quadratura (grau do polindmio), “n + 17, o simulador sera avaliado nos pontos:
(quadratura de Gauss-Legendre)

1 b—a a+b
E(Y)NE k=0AkS( 3 X+ ) )
Distribuicao normal( u,o ):
=1, x—pu,’
0 1 7( o )
E(Y)= S(x)—e dx
M=l S5

a substituigdo U= H leva a:
V20

E(Y)=—]" e"S(N20u+u)du

fazendo w(x)=e , a=—ow e b=oo surgem os polindmios de Hermite:

H =1y e e

a quadratura de Gauss-Hermite fornece:
1 n
E(Y)N—\/; 2 AS(N20 x,+p)

A distribuigdo normal ¢ sem duvida a mais utilizada em varios ramos da ciéncia, porém para alguns
fendmenos fisicos a variavel aleatéria ndo pode assumir valores negativos, a permeabilidade ¢ um
exemplo. Surge entdo a necessidade de uma distribui¢do que seja intuitiva como a distribui¢do normal
mas que leve em consideragao esse fato.

Distribuicao log-normal( u,o ):
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© 1 li(ln(x)_ﬂ)
E(Y)=_[OS(x)T\/——e2 7 dx

T X

N~ In(x)—p ‘
a substituicdo U=—F——— levaa:
V20

E(Y):% f: eiqu(e”%”“)du

novamente a quadratura de Gauss-Hermite fornece:

~ 1 n v’Eo‘xﬁ—u
E(Y)Nﬁ k=0AkS(e )

Para todos os casos o calculo da varidncia, é feito através da equagdo (2), o valor E(Y)=Y ¢

conhecido.
Simulador

O Boast II foi o simulador de reservatério utilizado. E um simulador numérico baseado em
diferengas finitas, usando a formulagdo IMPES (implicit pressure/explicit saturation). Simula o
escoamento trifasico (gas, 6leo e agua) em meios porosos regido pela lei de Darcy isotérmico em trés
dimensodes. Foi empregado neste trabalho por ter distribui¢do livre e poder ser executado em qualquer

computador sem restrigdes de licenga.
Implementacio Computacional

O Programa foi implementado em C++. A execu¢do acontece da seguinte maneira: Um arquivo com
todas as informagoes das variaveis de entrada incertas do simulador € lido, o programa dependendo da
distribuicdo de cada entrada, computa os pesos e raizes associados a uma familia de polindmios. O
simulador ¢ chamado através de um Shell Script, o qual altera o arquivo de entrada do simulador, roda
o simulador e retorna a saida para o programa. Tudo foi feito de forma genérica, qualquer simulador
pode ser facilmente acoplado ao problema.

Problem
. -Randvars: vector<RandomVariable= .
RandomVariable -SimPtr: Simulator* Simulator

-dist: string -QuadOrder; int i -E: double

-params: TinyVector<double, 2= +GetInputInfo(ifstrean&): void Expectancia

_N: static int = 0 +MakeQuadrature(): void Vi doubl

+GetDist(): string const +GetResult(): TinyVector<Real,2> const -]__;&Aémgg &

+SetDist(string): void +GetOrder(): int const

+GetParam (const int): double const +SetOrder(const int): void +operator (double) : double const
+SetParam (const int,double): void +operator<<(Simulator&): void +GetExpectation(): double const

+SetExpectation (double): void
+GetVariance(): double const
+SetVariance (double): void

T

Boastll

+HowMany (): static int

+operator(double): double const




Resultados e Discussao

O exemplo avaliado foi o “five-spot waterflood of the mother lode sand”, o exemplo 4 que consta no
manual do Boastll [3]. Um problema de five-spot em areia de fildo. O reservatdrio foi modelado com
duas camadas, cada camada ¢é constituida de 9x9 blocos, totalizando 162 blocos. Cada bloco tem
160x160x20 pés cubicos.

A porosidade foi definida por camadas, sendo 0.12 na camada inferior e 0.28 na superior. A
permeabilidade na dire¢do vertical foi 5.0md para todos os blocos do reservatorio. Ja nas direcdes
horizontais a permeabilidade foi considerada isotropica, um valor incerto. Como resposta do
simulador, a produgdo de 6leo acumulada foi a escolhida.

No inicio da explotacdo, o gradiente de pressdo se encarrega de expulsar o 6leo pelo unico pogo
produtor que esta no centro do reservatorio, quando esse gradiente diminui, se inicia o processo de
recuperagdo por injecdo de agua através de quatro pogos injetores localizados nos cantos do
reservatorio. Formando assim o modelo Five-Spot. Abaixo a saturagdo de 6leo um pouco depois da
injecdo de agua.

DB: reservatorio0256.vtk
Cycle: 256

Mesh
Var: mesh

Pseudocaolor
Var: Sw
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O grafico 1 elucida a influéncia da incerteza da permeabilidade na produgdo de 6leo. Admitindo que
a distribuicdo da permeabilidade seja uniforme entre 20.0md e 80.0md, o valor esperado para
produgdo acumulada de dleo é 550413 STB.

A simulagdo de reservatdrios demanda tempo (horas e muitas vezes dias), isso reforga a busca por
métodos que convirjam com um numero pequeno de pontos de avaliagdo, o MCP ¢ um forte
candidato.

Uma observagdo importante ¢ que juntos a uma implementacdo “em paralelo”, esses métodos se
tornam ainda mais poderosos. A utiliza¢do de Clusters para esse tipo de computagio ¢ intensa.

Outro ponto forte ¢ o fato do método ter uma abordagem Black Box, ndo esta vinculado a um
simulador especifico.

Conclusoes

O método de colocagao probabilistica € uma maneira inteligente de se obter a esperanca matematica
e a variancia de uma fungdo de uma variavel aleatéria . No caso de simulagdo de reservatorios, um
nimero pequeno de pontos amostrais ¢ de extrema importancia. O método se torna extremamente
viavel para problemas com poucas variaveis incertas de entrada, nesses casos 0 MCP é uma boa
alternativa ao método de Monte Carlo.
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