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ESTABILIDADE DE UM TREM DE ONDAS SOBRE UM FUNDO MARINHO
ALTAMENTE VARIAVEL

Abstract

Our goal is to present a study that captures heveéa bottom topography can influence the stability
of water wave trains (Stokes waves). Along thesesliwe get a nonlinear Schrodinger equation for the
envelope for slowly modulated waves over a varnfimgography at intermediate depth. The Schrodinger
equation presented information about the topographmgore than oneoefficient including the nonlinear.
This work includes more general topographies thdm & al. and Mei and Hancock, which required
restrictions on small scale for smoothness andybalry. This modeling strategy allowed us to capiamd
understand the dynamics of water waves in regioherev potential offshore exploration can take place.
Through a stability study of solutions we can ustird which regions are safer to offshore explomati
activity. In other words, the study reveals regimé®n the wave train becomes attenuated wheneitaots
with the topography.

To obtain such a model, we consider Euler equatifmn inviscid fluids and we perform the
asymptotic simplification of the nonlinear potehtiaeory equations together with the method of ipldt
scales to get a reduced model. Such a model isdcaflduced because it simplifies nonlinear potentia
theory from two spatial dimensions to one dimensitamg the free boundary. Regarding the geomettlyeof
problem, we consider a varying topography at th#obo (and/or the presence of submarine structures)
together with a free boundary at the surface oktae For the modeling of such geometry we uselingar
coordinates. With this model, computational fosts@an be done faster and more efficient.

Introducao

Inovacbes tecnoldgicas tém refletido positivamepéga o crescimento e desenvolvimento da
exploragéooffshoreno Brasil. Neste tipo de exploracdo séo necessiariarmacdes sobre a viabilidade e
seguranca das plataformas. Deste modo, é impomiamtestudo da dindmica de ondas de superficie sobre
topografias variaveis.

O nosso objetivo € apresentar um modelo que captur® a topografia do fundo marinho e/ou
estruturas submersas podem influenciar a evolugdodtrem de ondas na superficie do mar em umaaegi
com profundidade intermediaria (entenda-se aqui @usomprimento de onda € da mesma ordem da
profundidade média por onde a onda propaga). Vatedszir um conjunto de equacfes que governam a
evolugcdo de um trem de ondas de superficie compditade modulada lentamente. No fundo temos uma
topografia que pode entre outras coisas, ter graadacdo de amplitude, ser aleatéria, ndo predsaer
continua e podendo apresentar multiplos valoresugemos que as ondas na superficie livre sao
essencialmente senoidais e propagam em uma dirdddis. especificamente, obteremos um modelo
reduzido (neste caso uma equacdo de Schroédingerppavoltoria, do trem de ondas senoidais, atitip
expansofes assintoticas em multiplas escalas e map&aconforme. Discutiremos melhor esta abordagem,
quando falarmos da metodologia.

A equacdo de Schrddinger obtida apresenta inforesag®bre a topografia em mais de um
coeficiente, inclusive no que estad agregado aoaeando linear. Isto ndo consta no trabalho de Mei e
Hancock [8]. No modelo deles toda a informacao ajzografia esta no coeficiente do termo linear de
amortecimento que é adicionado a forma classiceglmcdo de Schrédinger ndo linear (SNL). Este
diferencial no modelo obtido nos possibilitou famer estudo sobre a relacdo entre a estabilidaderdizs
de Stokes (ondas néo lineares), e efeitos da tafp@gMostraremos como a topografia afeta o pomto d
focalizacao/defocalizacdof@cusing/defocusiriy para as ondas de Stokes. No caso do fundo pamm
resultado classico sendo este ponto focalizacawdkfacdo dado péh=1,363 (ver Johnson [2]).
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Do ponto de vista matematico, e para simula¢cdepuatanionais, 0 modelo reduzido € mais simples
que o problema em sua formulacéo original.

Metodologia

Os principais métodos utilizados para obter modeddszidos em EDP’s, no estudo da dindmica de
ondas aquaticas sobre topografias varidveis, séwict#s de andlise assintética em mudltiplas escalas
aplicadas as equagfes da teoria do potencial néarlina linha dos artigos [8] e [9] citados abaiko
esséncia da andlise assintotica € transformar lolgmna de evolug¢do nao linear em uma sequéncia de
problemas de valor de contorno lineares.

Entre os métodos utilizados no processo de deddgamodelo reduzido destacamos o mapeamento
conforme, mais especificamente, a aplicacdo de &eh@hristoffel. Tal aplicacdo sera utilizada pldar
com a geometria do problema. No que diz respejgiecdnetria, consideramos no fundo a topografia to so
oceénico e/ou a presenca de estruturas submarinasaefronteira livre na superficie do mar. Para a
modelagem de tal geometria usamos coordenadadicead, na linha do artigo [6]. Através da aplicaca
conforme transformamos o0 nosso problema em cooddsnaartesianas em outro equivalente em
coordenadas curvilineas. Tal abordagem trouxe ngadainteressantes para o problema original: o @naéol
de valor de contorno a derivadas parciais que dimtea coeficientes constantes passou a ter ceefes
variaveis associados ao Jacobiano da transformdedocoordenadas. Além disso o termo forcante na
condicdo de fronteira de fundo mudou para a fromtda superficie livre, deste modo simplificamos a
condicdo de impermeabilidade do fundo. Por contapli@acdo conforme e das técnicas que usamos para
lidar com os desafios listados acima (como a exjmm® coeficiente varidvel, por exemplo), obtemos
através da analise assintdtica uma equacédo dedsuled apresentando informagfes sobre a topogerafia
mais de um coeficiente que conforme ja mencionaamisriormente nos permitiu estudar a relacdo da
estabilidade das solu¢gBes com a topografia.

Resultados e Discussao
Modelo Matematico para Trens de Ondas

Consideraremos um escoamento bidimensional, imidserotacional regido de acordo com a teoria
do potencial ndo linear. As equagfes para ondaitiags em termos do potencial de velocide A% ¥.0) e

da elevacao da superficie livi(%1t) sdo as mesmas apresentadas em Mei [7] ou Whith@m @ que
faremos de novidade é mapear através de uma &jmicagnforme a regido de interesse (delimitada
inferiormente por um fundo impermeével e estaciondado pela fungdg=h(x), e na parte superior pela

superficie livre dada py:n(xt)) em uma faixa uniforme. Por hip6tese, estamos idersdo que
n1=0(A  ondeA é amplitude caracteristidanimero de ondacomkA«1 (regime de ondas abatidas) e que

estamos em um regime de profundidade intermediétiag, KH = 0(1), ondeH é a escala de profundidade.

Definiremos a aplicacdo conforme como em Hamilidn |

W(x+iy) =¢+id 1)
Esta leva o dominio do escoamento num estado emsegdominio fisicc)

Q,:-h(X) < y<0,-00 < X< o0 (2)

na faixa uniforme (dominio computacional)
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Q,:-1<{<0-w0<{<w 3)

com x=x(&,{)e y=Y(&,{), um par de funcdes harménicas Qu.

2(é+i0)

L &
4

Figura 1. Representacdo esquematica da aplicagfare® (1) e de sua inverse..

O conjunto de equagdes para ondas aquaticasassedtsistema de coordenadas curvilir(¢.¢) ficam
respectivamente na forma

Gre @ =0, —1<C<N(S 1), (4)

com as condi¢Bes de fronteira (cinematica e dirdnpiara a superficie livi¢ =N({.t) dadas por

[9IN+¢ N;-¢ =0, (5)
IJI(gﬂ+<4J+%IDsz<0I2=0, (6)
@ =0 {=-1 )

Aqui N({.1) é a funcdo que descreve o perfil da superficie o novo sistema de coordenadas e

191=13/(¢,¢) é o Jacobiano da transformacao (1). Usando asgémsdde Cauchy-Riemann este pode ser
escrito como:

DI = Y2+, (8)

Ao ser avaliado na superficie livre o Jacobianoepaihda ser aproximado pela funcdo que

representara o coeficiente varia-M (¢) nas equacOes a seguir. Em outras palavras ashasdes do
fundo véem-se refletidas na superficie através de

(&9 =M () + R Q). ©)

Esta Ultima expressao é obtida da expansdo eméputinde Taylor da Equacgdo (8) e denotando
M (£) =Yy, (¢.0). Resolvendo um problema de valor de contorno %(§: ) obtemos que:

M(f)Eyg(f,o):ETMdf.

4'°°coshzg({—f) ' (10)

Como mencionamos anteriormente exigimos menosqg@&ss$ da fungédo que descreve a topografia
do solo oceénico. Este fato vai servir de pontgasdida para a motivacdo da expansao do coeficiente

M(¢).
Suponha que a fun¢é@o que descreve a topograéidarrda:

_Jl4n(=), —L<z<L
h(x)_{l,x<—Loux>L ) (11)
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ondeL é a distancia total de propagacéo da onda. Agaoiao solo marinho pode ter amplitude gramde,
nao precisa ter flutuacdes pequenas, nem senoantiem de variacdo lenta.

Podemos adotar paM (¢) a seguinte expressao

M(&) = a+em'(§), (12)
ondea representa a profundidade efetiva que vai sertiti@nna superficie livre. De fal& =1-9 onde

5=-(m(&)com 0<I<1 isto ga<1, (M(©)=0 ¢ E=O(KA)

Perfil de Fundo Marinho

1

Topografia = Termo Métrico: e m‘(§) ‘

rﬂ o
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Figura 2: A onda na superfice livre vai “sentird@ografia suavizada, como se fosse
sem picos, e a profundidade efetiva representddaape expressao dvl.

Vamos fazer expansdes das Equacbes (4)-(7) paea olia familia de problemas mais simples.
Expandimos a potencial de velocidac?sg a elevacdo da superficie liv/7s, como

v=5E0 175 0

onde
a=0(E8.&s ittt ),
n, :qn(f,fl,fz,...;t,tl,tz,..).

Para permitir a modulagdo lenta nés introduzirewmsaveis em multiplas escalz:is:
£& =688, =6¢..,
tt =ett,=%..,

Substituindo nas equacbes e olhando até ordenehobtuma familia de problemas do tipo

0> 9°
—_—t— =F ,-1<{ <0,
(a{2 azzj% n 4
0 go
L =| —+=— =G,{ =0,
0= 5+2 2 |a=c,¢ "
_gnn:anZ:O'

9% -0,¢=-1
¢
Para os problemas de valor de contorno acima,ta gam=2 os termos forgcantes vao carregar a

informacéo da topografia atravésalem’(¢). Nos problemas acimas temos que
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92 .
F 0 F - zﬂiﬁ 52401 2(01’6’2 20%51 ’ (15)
G, =0G,=-nL@+— [(p; +¢§] +20, 1+ az(a @ (16)
1 2
G, = {/72L((p1+l71L((ﬂ2+§f7ing(ﬂﬁ?[%(”; MZCARVIUAY AR
1 d d 2 2 2
+ﬁ[% o % ﬁ](@zz )2 SO0, 00,00 (17)
2
+_2¢1 B, + 2] P, + 2P, +¢11t1} 9 iL (5) Bee T 9 m({)
&
O 2 sge) + D g
Hi=g . H,=¢, + 2a2[¢f ARV (18)

ml
H:=@ +0.0 +3.0, +1p, +/7503+2f750m o zn[ﬁl wﬁ] ¢112+¢¢.¢511+<421+f7%——§)(@ﬁé) (19)
Seja (..) a média no sentido probabilistico (...)'a pertubacdo desta componente. Usando a
linearidade dos subproblemas, temos que

@=<@ >+, n,=<n,>+7,',n=123,.
Os forcantes também podem ser escritos desta forma:
Fn =< I:n >+FI' Gn :<Gn>+G'! Hn:< Hn>+HI

Se em todas as ordens procurarmos solucfes (tamto g parte deterministica, quanto para a
aleatdria), como séries envolvendo modos de Fodaidorma

{%' n? }: gn: é-mw{wnm’ an’Gnr}'w: kX_CUt. (20)

Obtermos a seguinte familia de subproblemas

0 _ _
(ga—y mzwzj%m—Gnm, y=0 . (21)

@
—hm =0, y=-h
oy y
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A equacao de Schrodinger surge a partir da condiea@mmpatibilidade dos problemas de valor de
contorno em terceira ordem para parte determinisbepois de muitas contas obtemos o seguinte model
matematico para um trem de ondas de modulacdodehta uma topografia variavel:

—ia—B+a —2+a |IBf B-i©®B=0 (22)
or  ‘oy? ¢ ’

A

2

NNy . ~ ~ - .

onde G=&(—°J , sendo g, o desvio padrdo da pertubacéo no coeficiente g¢eerSaie livre
w

(M() = a+em/(§) ), A, uma amplitude caracteristiea, e, dados por
k0%
2w Ok

w k? o _ . . . o i
vy = —————— I;ﬂﬁ'z—i-i?,'lk'-.-hh‘i g+ (37 —45a?) cosh? g + 14 (360 —28 )
A 1 1 f
16 sinh” g

0k

e n 2 —~ ; s
(ﬁ' Cy/op+2 )sh? q) (t-! Cy/ep+2 cosh? g) (T)

= 2 - = .
2asinh?2g [ —2— — 2= ] 242sinh? 2 | 2 -
tanh g cp tanhg cp

Note que a informacéo da topografia esta nos dgeefees:a; e a,, que dependem de(profundidade efetiva,
ou seja, dependem ((m(é)). 'Y na expressdo acima é uma constante que també&ndiedes, e © que

—2 tanh? q} —

depende da correlagéo mhé

Vamos analisar como podemos relacionar estabédidadh topografia. Como Mei e Hancock [8] j&
fizeram a analise da estabilidade usando o par&i®etramos fazer uma analise nos detendo a novidade do
nosso modelo: os coeficientese a, . Estes aparesentam informacdo da batimetriaéstrda profundidade
efetiva ‘a”. Deste modo vamos reescrever a equacao (22ymafo

2
—ia—B+ala—2+az|BFB=O. (23)
or ox
Considere uma solucdo da forma de uma onda desStoke pertubagéo
B= B, (1+Ab) &), (24)

ondeb e 4 sdo funcdes reais e cuja relagio de dispersadeépiaQ = a, | B, F. Substituindo (24) em (23),
obtemos um sistema de equacdes lineares com eméisiconstantes que apresenta uma solucdo da forma

b b .
e

ondeb,, 6,, ¥ (>0) ep sé@o constantes. Esta solucdo existe desde que

. a
L — K

: ; 2 g a9,
. 5 _ =< 1“2 = |‘u1h'_.I2I‘H“ — 2—|Bal").
—Hlff“+:2|BO| g —Il

."]1

Fica evidente que o critério de estabilidade, ddpelo sinal de;/a, , uma vez que ele vai controlar
0 crescimento ou decaimento das pertubacfes emTI@dps o seguinte critério de estabilidade:

[5]

<0 (4o é real) estavel “defocusing”
1
[8] ;. . s . . ’ m . n
20 (y« € imaginario) instavel | “focusing” (SNL+)
Qg

Tabela 1: Critério de Estabilidade
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As expessdes de e a, sdo fungbes do ndmero de oridauma vez que estamos suporitel.
Portanto o comportamento dee a, pode ser examinado em funcadckdgwara diferentes valores de

el

i} T ¥ T T 1
o 1 2 i + 5
K

a=0.4
a={.9

a=0.2

a=07

a=(3
a=iL.8

—a=1

a={.5

— a=0.1 —a=0.2
= a=0.§ —a=0.9

a=0.6 —a=0.7

a=03 a=0.5

a=1

a=0.4

Figura 3: (a) Gréfico de; versusk

(b) Gréfico dg versusk

Temos que o coeficientg é positivo para todk>0, e independe da. Porém, dado um valor de
fixo, a; muda de sinal para um determinado valokd@ tabela a seguir mostra os valores aproximados
deste valor criticok}) onde o coeficiente, muda de sinal.

| a | ko~ |
1 1.363
09| 1.609
0.8 2.272
0.7 | 3.528
06| 5592
(.51 9.393
04| 17.142
0.3 | 35.245
0.2 | 89.536
0.1 ] 388.6

Tabela 2: Valores deondea, muda de sinal

O coeficientea, contém a informacéo estatistica da topografiavésralo parametra (lembramos
quea esta relacionado com o valor (m(¢))). A medida que o valor dediminui, o valor criticdk, (ondea

muda de sinal) aumenta, isto é, a regido ondelagd®s podem apresentar instabilidade, € deslquada
direita, aumentando assim a regido de estabilidadea;/a, <0. Podemos entdo concluir que diminuindo o
valor do parametra, ou seja aumentando a amplitude das flutuaco&spdgrafia, regularizamos a solugao:
numeros de onda que eram instaveis passam a &eeiesEm outras palavras, conforme a topograitadl
mais, a equacdo passa a sifcusintjem regides onde antes efacusing’.

Conclusoes

Destacamos que através deste modelo pode-ser infiisnacdes de como a topografia do fundo
marinho e/ou estruturas submersas podem influeactaolucdo de um trem de ondas na superficie do ma

! Informalmente dizemos que uma equacadefdcusing se a nio linearidade tende a agir de forma a
dissipar a solucdo quando esta esta concentradana@ncerta area e assim reforcar os efeitos dard&pe
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de uma regido com profundidade intermediaria. Remplo, quanto ao grau de atenuacéo/ estabilizdgsio
ondas.

A principal vantagem deste modelo é que o coefieierariavelM(&) (proveniente da aplicagao
conforme) nos possibilita representar topografiagstruturas submersas com perfis que podem apmesen
multiplos valores, podem ser descontinuos, set@lea e podem ter grande variacdo de amplitudee ent
outras propriedades. Isto contrasta com o modelesaptado por Mei e Hancock [8] que esta restrito a
perfis suaves com pequena variacdo em relacadundidade média da lamina d'agua.

A equacao de Schrddinger que obtivemos (22) apieseiormacdes sobre a topografia em mais de
um coeficiente, inclusive no que esta agregadeanda ndo linearg,. Este parametro contém informacdes

estatisticas da topografia (uma vez a :1+<m(f)> ). Tal fato possibilitou fazer um estudo sobrelag&o

entre o efeito de estabilidade e a profundidadivefe. Variando o valor do parametacdescobrimos novas
regides onde uma SNL pode mudar fitetising para ‘tlefocusing.
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