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SOLUCAO DE UM MODELO MATEMATICO PARA A RECUPERACAO DE
OLEO PELA INJECAO DE MISTURAS DO TIPO AGUA-GAS

Abstract

In this work we obtain the solution of a system of conservation laws modeling one-dimensional
horizontal three-phase flow in a porous medium initially filled with a mixture of water and oil, which
is displaced by the injection of a mixture of water and gas. We determine the sequence of waves that
describe the analytical solutions of the system of partia differential equations subjected to initial data
representing a generic water-oil mixture close to a situation of a virgin reservoir. For this fixed initial
condition we describe the sequence of waves for al possibilities for the proportions of water and gas
in the injected mixture. We show that there is a set of special injection data separating distinct
structures of waves in the sequence that describes the solutions. We find that in general the solutions
consist of a faster wave, consisting of a single shock or a shock adjacent to a rarefaction wave,
separated by a constant state from a dower wave, which consists of a shock adjacent to a rarefaction
wave reaching the injection state. Among the specia injection data one is critical in the sense that it
represents the optimal injection strategy for the oil recovery.

Introducao

Neste traba ho estamos interessados na determinacéo das sequencias de ondas que descrevem
a evolucdo de um escoamento unidimensional horizontal, em um meio poroso, consistindo de trés
fases méveis imisciveis (0leo, agua e gas), pela injecdo de gas e &gua num reservatorio petrolifero
contendo inicia mente agua e 6leo.

A modelagem matemética para o escoamento € feita baseando-se nas leis de conservagdo de
massa de cada uma das fases e na lei de for¢a de Darcy, também para cada fase, que substitui a
equacdo de momentum, (CHAVENT & JAFFRE, 1986). Baseados nestas leis fisicas, e apds varias
simplificagBes, chegamos a um sistema de equagtes diferenciais parciais (EDPs) ndo lineares do tipo
hiperbdlico de leis de conservacdo em que as variaveis independentes sdo a posicao “x” e o tempo “t”,
e as variaveis dependentes sdo as saturacdes de duas das fases, hgja vista que a terceira delas € obtida
como o percentua complementar as outras duas.

Para a simulagdo da recuperagdo de reservatOrios petroliferos as condigdes iniciais sdo
tomadas constantes por partes com uma descontinuidade do tipo salto em cada saturagdo, conhecido
na literatura matematica como problema de Riemann (SMOLLER, 1994). Estas constantes
representam ent&o os dados de injecdo e os de producéo de um reservatorio. A evolucdo da resolucéo
do problema de Riemann para 0 modelo de Corey com permeabilidades quadréticas tem seguido
essencialmente pelos seguintes passos, longe ainda do problema fisico. Nesta direcdo um primeiro
passo foi dado em (ISAACSON, et. a., 1992), considerando as viscosidades das trés fases constantes e
iguais em que ha uma simetria tripla no tridngulo das saturacBes. Para este caso a solucdo foi
determinada completamente e a sequencia de ondas (bancos de 6leo, agua ou gas) que compdem o
escoamento foram perfeitamente descritos. Em seguida um segundo passo foi dado em (SOUZA,
1992), considerando-se a viscosidade da fase agua ligeiramente diferente das outras duas e entéo
houve a quebra de uma simetria, restando ainda uma dupla simetria. Neste trabalho pretendemos dar
mais uma contribuicdo neste sentido considerando a viscosidade do gas inferior as outras duas, e com
os dados de injecdo e de producdo do tipo uma mistura gés-agua e 0leo-&gua, respectivamente. Com
isto também quebramos uma das simetrias, mas com relacéo a outro eixo do tridngulo de saturacfes do
considerado em (SOUZA, 1992) tendo uma previsdo do tipo de dificuldade que ocorrera para 0 caso
das trés viscosidades distintas e mais compativel com uma situagéo real.
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Feitas as consideragOes acima e seguindo a dedugdo detalhada feita em (GUEDES, 2009),
temos ent&o que resolver o problema de Riemann a seguir para o sistema de leis de conservacdo que
modela o0 escoamento:

a_s"’+%:0,
ot  oOXx
U =1 se x<0,
% T 0 Uxt=0)=1"- (1.1)
ot ox U, =P se x>0,
ot oX

em que aletraU representaatrinca de saturagdes s,,, S, € S, | as saturagdes da mistura gas-agua no

poco injetor e P as saturagdes da mistura agua-6leo no pogo produtor. As saturagdes s, , S, € S,

assumem val ores no espago de estados, chamado de tridngul o de saturagdes, dado por:

A={(s, +S,+5);0<5s,<1,0<s,<1L0<s, <Ls, +5,+s,=1.
0 qual esté representado nas Figura 1-(a) e 1-(b) em coordenadas baricéntricas, em que o veértice G
indicaque s, =1 (apenas gas presente), o vértice W que s, =1 (apenas dgua presente) e o vértice O

que s, =1 (apenas oleo presente), enquanto os lados [G, W], [W, Q] e [G, O] indicam a auséncia de

Oleo, de gas e de &gua, respectivamente . Assim, os dados de producdo P correspondem a pontos no
lado [W,Q] e os dados de injecdo a pontos ho lado [G,W] do tridngulo de saturactes.

As chamadas fungbes de fluxo fracionario do sistema (1.1), obtidas a partir do modelo de
Corey para as permeabilidades quadréti cas, sdo dadas por

So/ t
f ' ' =5 - Vv
(S S0 Sy) 2SS, S,) c e e

Sz/‘u A(S’V’SO’SQ):_'i_—O—‘r—_g’e
R VTSNS wo Fo 12
o(SN S Sg) A(SN’SO,SQ) H M Mg (12)

Sg:]-_SN—SO.
Sk

R T

Onde as constantes que representam as viscosidades das fases sdo dadas de modo que, embora sgjam
consideradas constantes, a viscosidade do gés € tomada inferior as outras duas, isto é, obedecendo as
relagoes

Metodologia

Segundo (SMOLLER, 1994), entre outros, para se determinar a solugéo de um problema de
Riemann para um sistema de leis de conservacdo do tipo hiperbdlico como em (1.1) € necessario
conhecer a geometria das chamadas curvas de Hugoniot relacionando descontinuidades, ou ondas de
choque, os valores caracteristicos e as curvas integrais dos campos caracteristicos da linearizagdo do
sistema de EDPs que definem as chamadas ondas de rarefacdo, bem como se as descontinuidades
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parametrizadas pelas curvas de Hugoniot sdo admissiveis & solugdo ou ndo, seguindo um determinado
critério de entropia. Neste trabalho € utilizada a chamada condi¢do de entropia de viscosidade, sendo
gue a matriz de viscosidade € tomada como a matriz identidade como em (ISAACSON, et. a., 1992).

Para o problema (1.1) aqui considerado, a metodologia consiste, inicidmente, em se
determinar estados especiais ao longo do lado [W,0O] do tridngulo de saturacbes que definem
segmentos diguntos para estados de producéo P cuja construcdo da solucéo ocorra de maneira distinta.
Fixado entdo um estado P representativo num destes segmentos, de maneira analoga determinamos os
estados especiais ao longo do lado [G,W] que definem segmentos diguntos para estados de injecéo |
cuja estrutura de ondas que compdem a solugéo sgja distinta.

Umavez fixado o estado P, devemos estudar em detal hes a curva de Hugoniot por P, denotada
por H(P), com relacdo a sua geometria e a admissibilidade, segundo o critério de entropia de
viscosidade com matriz identidade, dos choques gue relacionam um estado arbitrario M de H(P), ao
estado base P. Feito isto, devemos ainda andlisar a possibilidade de atingir P a partir de um estado | no
lado [G, W] por uma onda composta consistindo de uma onda de rarefacdo, seguida de uma onda de
choque.

Usaremos a seguinte notacdo para representar as ondas tanto nas figuras como na sequencia de
ondas que compde a solucdo: choque-1 por S, choque-2 por S,, choque transicional por S, €
choque compressivo por S . A velocidade do choque entre um estado arbitrério A e B é denotada por
o(A; B), ficando implicito que tanto A esti na curva de Hugoniot por B, como B esta na curva de
Hugoniot por A. Os valores caracteristicos, ou autovalores, do sistema (1.1) sfo denotados por A, e
A, , sendo fixado que 4, < A,. Com relagdo as rarefagBes, denotaremos uma onda de rarefagéo-1 por
R, e derarefacdo-2 por R,. Além disso, utilizamos as notagdes (RS), (ou (RS),) para representar
uma onda composta formada por uma onda de rerefacdo-1 (ou rarefagdo-2) adjacente a uma onda de
choque-1 (ou choque-2), (RS),. para uma onda composta formada por uma rarefacdo-1 adjacente a

um choque compressivo e (RS),, para uma onda composta transicional formada por uma rarefagéo-1
adjacente aum choque transicional .

Resultados e Discussao

Baseados na metodol ogia apresentada, verificamos a existéncia de um estado U nointerior do
triangulo de saturagdes onde os valores caracteristicos do sistema (1.1) sdo coincidentes. Este ponto é
conhecido na literatura como ponto umbilico. Outros pontos importantes na construcdo sao os vertices
G, W e O do tridngulo de saturagdes e o ponto D definido pela intersecdo do segmento de reta pelos

pontos G e U como lado [W, O]. O papel deste ponto D na construgédo da solugdo é relevante porque
€l e determina mudanca na geometria das curvas de Hugoniot por pontos P acimaou abaixo de D.

Estados especiais de producao

Uma questdo pertinente € saber se, além deste estado D, existem outros estados de producédo
no lado [W, O] que separam segmentos para o estado de producéo P cujas construgdes da solugdo do
problema de Riemann sgam distintas para P nhum ou outro destes segmentos. Feitos os calculos

encontramos dois outros estados F, € P, ao longo do segmento [W, O], os quais estéo relacionados a

um terceiro estado, denotado por T° no segmento [W, L_J] interior ao triangulo de saturacdes, e ao
proprio estado D de acordo com a cadeia de igual dades:
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7(T°) = (T°; D) =o(T% R) =(T% P,) = (D R) = o(D; P).

Dessa forma os segmentos ao longo do lado [W,O] do tridngulo de saturacfes que
representardo dados de produgdio P com construgdes de solucdes distintas sdo: [O,R], (R,D],
(D,R,] e (P,,W]. Dado a limitacdo de espaco, descreveremos neste trabalho apenas a solugéo do
problema de Riemann para estados de produgéo representativos do segmento [O, P,]. Os demais
casos podem ser encontrados em (GUEDES, 2009).

Para 0 caso do estado de produgdo P = O, isto €, no caso de um reservatério virgem, a solucéo
foi descrita em (AZEVEDO at. al., 2009). Tratemos entéo o caso em que o estado de producdo P ndo

coincide com O, mas esta ainda préximo dele no segmento (O, P] do lado [W, O], representando

ainda uma situagdo préxima do caso de um reservatorio virgem, porém agora possuindo um pegueno
percentua de agua.

A curva de Hugoniot para um determinado estado de producdo P representativo do segmento
(O,R] consiste do préprio lado [W, O] além de dois ramos de hipérbole, um deles contendo P e outro

ndo, conforme exibido na Figura 1-(a). Apés a andlise, via métodos computacionais, da condicéo de
entropia verificamos que a curva de Hugoniot H(P) possui 0s seguintes segmentos correspondentes a

estados genéricos M tais que o choque-2 de M para P sgja admissivel: [G, ,6] no interior e [W., P)
no lado [W,0] do tridngulo de saturagBes, onde os estados C, G e W sio tais que
o(C;P)=4,(C), oMW.;P)=A,W.) e o(G;P)=1,(G.). Além destes segmentos,
determinamos também o estado C. na curva de Hugoniot H(P), exibido na Figura 1-(b), o qual

também tem papel relevante na construcéo da soluggo. O estado C. étd quec(C.;P) =4,(C.).

O estado C." no segmento [W., D] de choque-2 no lado [W,0] e 0 estado C.® no segmento

de choque-2 de H(P) com extremidade G. , também exibidos na Figura 1-(b), satisfazem a seguinte
cadeia de igualdades:

4(C.)=0(C.;P)=5(C;P)=c(C.;C%) =c(CY;P) =c(C.;C").

Estados especiais de injecao

Uma vez determinados os estados especiais ha curva de Hugoniot por P, determinamos entdo
0s estados especiais ao longo do lado [G, W] que definem os segmentos distintos para se considerar as
proporgdes de agua e de gas na mistura a ser injetada

Os estados de injecdo C, | e | do lado [G, W] na Figura 1-(b) s&o definidos como sendo
0s estados para os quais a solucdo do problema de Riemann com dados de injecdo | =C, | = 1",
| =1%, edados de produggo C (ou C°), W, e G., respectivamente, constitui de apenas uma onda

composta consistindo de uma onda de rarefacdo-1, seguida de um choque-1 caracteristico a esquerda.
Sequencias de ondas que compodem as solucoes

Dessa maneira, se 0 estado de producéo P estiver no segmento (O, F,] do lado [W,0], entdo
as sequencias de ondas que compde as solucdes do problema de Riemann para dados de injec&o na
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fronteira [W,G] do tridngulo de saturagdes ficam completamente determinadas pel os estados especiais
deinjecdo C, I e | ® como a seguir, as quais podem ser acompanhadas na Figura 1-(b):

a) Sel =W, ou sga, se for injetado apenas agua, entdo a sequencia de ondas que compde a
solucdo do problema de Riemann € dada pela conhecida solucéo da equacdo de Buckley-
Leverett com a funcdo de fluxo do 6leo f, restrita & fronteira [W,0] do tridngulo de

saturagdes. Portanto, a sequencia de ondas que compde a solucéo é dada por uma onda de
rarefacéo-2 de W para W, , seguida de uma onda de choque-2, caracteristico a esquerda, de W,

paraP;

b) Sel e[I™,W) ento asequencia de ondas que compde a solugéo do problema de Riemann é
congtituida de uma composta-1 de | para M, com M no segmento (W,W.] do lado [W,Q],
seguida de uma composta-2 de M para P. A onda composta-1 consiste de uma rarefacdo-1 de |
para o estado T no segmento (W,T™], seguida de um choque-1 de T para M, com

o(T;M)=A,(T). Ja acomposta-2 consiste de uma rarefacdo-2 de M para W., seguida de

uma onda de choque-2 de W. para P, com o(W.;P) =A,(W.). Observamos que a onda
composta-2 também pode ser vista como a solucdo da equacdo de Buckley-Leverett para a
funcéo de fluxo fracionério f, restritaao lado [W,0] com dados iniciais M e P. Observamos

tanbémauese | = 1" entBHo T=T" e M =W,;

c) Sele(C,1™), entso asequencia de ondas que compde a solucio do problema de Riemann é

constituida por uma composta-1 de | para M, onde M é um estado no segmento (W.,C) do

lado [W,Q] do triéngulo de saturagdes, seguida de um choque-2 de M para P. Como no item
(b) a composta-1 consiste de uma onda de rarefacdo-1 de | para T seguida de um choque-1 de

TparaM, com T e (T™,C.) ecom o(T;M)=A,(T).

d) Caso critico: se | = C, entdo como consequencia da chamada regra do choque triplo, a
sequencia de ondas que compde a solucdo do problema de Riemann pode ser descrita de trés
maneiras distintas no espaco de estados, porém representando a mesma solugdo no espaco
fisico-xt:

1. Composta-1 de C para C, seguida de um choque-2 de C!" para P. A composta-1 é
constituida por uma onda de rarefag@o de C para C., seguida pelo choque-1 de C, para

C",com o(C.;C")=14(C.);

2. Composta-1 de C para C°, seguida de um choque-2 de CS para P. Neste caso, a

composta-1 é constituida pela onda de rarefacéo de C para C, , seguida por um choque-1 de

C. para C®, com o(C,.;C®%) = 4,(C.);

3. Apenas uma onda composta de C para P, definida pelo segmento de rarefagdo [C,C.] e
pelo choque compressivo de C. para P, com o(C.;P)=4,(C.). Como sabemos, o
choque compressivo pode ser visto como a sequencia de um choque-1 seguido de um
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choque-2, ambos com a mesma velocidade. O que corresponde as mesmas solucdes nos
itens (1) e (2) no espaco fisico-xt.

Lembramos que, devido aregra do choque triplo temos a seguinte cadeia de igualdades:

ﬂ'l(C*):G(C*;C:N):G(C:N;P):G(C*;P):(-y(C*;C*G):O_(C*G;P).

e) Sele[l®,C) entdo asequencia de ondas que compde a solugéo do problema de Riemann é

constituida de uma composta-1 de | para M, com M no segmento [G,,C®] da curva de

Hugoniot pelo estado P, seguida de um choque-2 de M para P. De maneira andloga ao caso
(c), a composta-1 é constituida de uma onda de rarefacdo-1 de | para o estado T no segmento

[T®,C.l.como(T;M)=A(T).Sel =1%,entBo T=T® e M =G,;

f) Sele(G,1%), entfo asequencia de ondas que compde a solugéo do problema de Riemann é
congtituida por uma composta-1 de | para M, com M na curva integral da familia
caracteristica-2, denotada por (G,G,), seguida de uma composta-2 de M para P. A onda

composta-1 é constituida pela rarefagdo-1 de | para T no segmento (G,T®), seguida pelo
choque-1 de T para M, com o(T;M)=A4,(T). A composta-2 consiste de uma onda de
rarefagdo-2 de M para G, , seguida pelo choque-2 de G, paraP, com o (G,;P) =4,(G.);

0) Sel = G, ousga, sefor injetado apenas gas, entdo a sequencia de ondas que compde a solucdo
do problema de Riemann sO consiste de uma composta-2 de G para P. Esta composta é
formada de uma onda de rarefagdo de G para G., seguida por um choque-2 de G, para P,

com o(G.;P)=4,(G.). Vega que neste caso a solucdo é andloga & solugéo da equagéo de
Buckley-Leverett para o caso 1=W, a diferenca é apenas que os segmentos da curva de
rarefacéo-2 e da curva de Hugoniot por P utilizados sdo internos ao tridngulo de saturagdes.
Portanto, esta situagdo € andloga ao caso | = G de (AZEVEDO, 2009) com P = O, sendo que,
como aqui o estado P esta no segmento (O, ] do lado [W,0], a solugéo n&o envolve apenas

uma mistura do tipo gés-6leo, e sm uma mistura das trés componentes gas-0l eo-agua.

- / *,‘: r‘f:‘-‘_' _ T, :
R\

- ! LR |
Figura 1: (8) Curva de Hugoniot pelo estado P=(0.1,0.9,0) € (O,F,) representada pelas
linhas grossas. (b) Esquema da solugdo paraocaso P € (O,F)).
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Conclusoes

Neste trabalho foi construida a solugdo do problema de Riemann para um sistema de leis de
conservacdo modelando um escoamento trifasico em meio poroso com composicao inicial sendo uma
mistura de agua e 6leo e dados de injecdo uma mistura de agua e gés. Construida a solucdo para um
dado de producdo P préximo da situacdo de um reservatorio virgem, e comparando a solugdo aqui
obtida com a solucdo da situagdo descrita em (AZEVEDO, et. a., 2009) para 0 caso de um
reservatGrio virgem, concluimos que ha estabilidade da solucéo em relagdo aos dados de injecéo e de
producdo. Para o estado P de producédo fixado mostramos a existéncia de estados de injecdo especiais
gue separam construcdes distintas de solugdes no espaco de estados, sendo que é mantida a existéncia
de um caso critico de injecdo para o qual h& trés maneiras distintas de escrever a solucéo no espaco de
estados, mas representando a mesma solucdo no espaco fisico-xt. Simulagbes numéricas mostram gque
0 caso critico corresponde a melhor estratégia de injegdo, isto €, a que otimiza a recuperagdo do 6leo
residente no reservatorio.
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