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COEFICIENTES DE REFLEXÃO E TRANSMISSÃO EM MEIOS 
ANISOTRÓPICOS  

Abstract  

 Many methods of imaging subsurface applied to exploration of hydrocarbons assume isotropic 
media, in which seismic waves propagate. The assumption of isotropic media states that the seismic 
wave’s velocities don’t depend on the direction of propagation. However, in many geological 
structures the seismic velocities depends on the directions of propagation. The media, in which the 
wave’s velocities are dependent of the direction of propagation, are the anisotropic media. There are 
many causes of anisotropy in seismic context, e.g. preferred lattice orientation of sedimentary rocks, 
system of cracks and thin layering. Anisotropy of media can have different symmetries, the isotropic 
case being the highest symmetry. The most common symmetries used in seismic context are the 
isotropy (ISO), transverse isotropy (TI) and the orthorhombic (ORT) symmetry. 

 When a seismic wave impinges at an interface between two media, it generates reflected and 
transmitted waves. The ratio between the amplitudes of displacement vectors of the incident and the 
generated waves are the displacement reflection/transmission (R/T) coefficients. The R/T coefficients 
can be expressed by explicit formulas in cases of higher symmetries, e.g. isotropy. Otherwise they are 
obtained numerically from a system of inhomogeneous linear algebraic equations derived from the 
boundary conditions in the interface.  

 We developed a code to calculate the R/T coefficients for the interfaces between two general 
anisotropic media. The symmetries used for the synthetic tests are ISO, ORT and two special cases of 
TI: transverse isotropy with vertical axis of symmetry (VTI) and horizontal axis of symmetry (HTI).  

Introdução 

 A maioria dos métodos de imageamento de subsuperfície aplicados em projetos E&P assume 
o meio elástico isotrópico (ISO). Os meios isotrópicos, em contrapartida aos modelos anisotrópicos, 
são aqueles cujas velocidades das ondas sísmicas não dependem da direção de propagação da onda 
sísmica. Entretanto muitas rochas obtidas de testemunhos apresentam anisotropia. Medições de rochas 
sedimentares em laboratório apresentam diferenças de até 12% nas velocidades das ondas sísmicas 
dependendo da direção de propagação (Valcke, et al. 2006). Mesmo quando ondas sísmicas se 
propagam em seqüencia de leitos ou camadas (isotrópicas ou não) menores que o comprimento de 
onda, seu comportamento é como o anisotrópico(Backus 1962). Sistemas de gretas e fraturas também 
são responsáveis por gerar anisotropia(Hudson 1981) e (Worthington 2008). Logo é natural que 
estudos dos meios anisotrópicos sejam feitos com o intuito de aumentar a precisão do imageamento 
sísmico. 

 As anisotropias são classificadas de acordo com as simetrias em que podem se apresentar. As 
simetrias mais comuns em exploração de hidrocarbonetos são as simetrias transversalmente 
isotrópicas (TI) e ortorrômbicas (ORT). Os meios TI são descritos por um eixo de simetria; mesmos 
resultados são obtidos para qualquer rotação em torno deste eixo. São atribuídas as classificações de 
simetria transversalmente isotrópica com eixo vertical (VTI) e horizontal (HTI) para os casos especiais 
onde o eixo de simetria é, respectivamente, vertical ou horizontal. Meios ORT possuem três planos de 
simetria perpendiculares entre si. 

 Análise das amplitudes sísmicas teve seu início na década de 70, quando bright spots em 
sessões empilhadas eram utilizadas para determinação de reservatórios de gás e a teoria básica era 
desenvolvida. Logo se constatou a importância da variação de tempo e amplitude com a posição dos 
receptores sísmicos (offset) para diagnosticar anomalias de fluídos. Atualmente as análises de 
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amplitudes, e.g amplitude-versus-offset (AVO), são de grande importância para a caracterização de 
reservatórios. Entre as várias propriedades que influenciam a amplitude das ondas sísmicas, tais como 
espalhamento geométrico e atenuações, os coeficientes de reflexão (R) e transmissão (T) possuem 
grande importância. Os coeficientes R/T são fundamentais para as modelagens e análises de 
amplitudes para caracterização das rochas. 

 Quando uma onda impinge uma interface são geradas ondas refletidas e transmitidas. As 
razões entre as amplitudes de deslocamento das ondas geradas em relação à amplitude da onda 
incidente são os coeficientes R/T de deslocamento. Fórmulas explicitas podem ser obtidas para os 
coeficientes R/T somente em casos de meios com alto grau de simetria, entretanto geralmente são 
necessários métodos numéricos para a solução dos coeficientes R/T em meios anisotrópicos. 

 Os índices subscritos i, j, k, l, m... assumem valores para 1,2 e 3, enquanto que o índice 
sobrescrito N assume valores 1,2,3,...6; N = 1, 2 e 3 referem-se aos três tipos de ondas refletidas 
possíveis e  N= 4, 5 e 6 referem-se aos três tipos de ondas transmitidas. Convenção da somatória de 
Einstein sobre índices repetidos é adotada.  Os procedimentos para a obtenção dos coeficientes R/T de 
deslocamento são baseados em (Gajewski e Pšenčík 1987). 

 

Metodologia 

 O modelo consiste em dois meios elásticos homogêneos separados por uma interface plana e 
horizontal Σ. Escolhemos a origem dos eixos das coordenadas cartesianas em qualquer ponto da 
interface plana. A onda incidente propaga do primeiro meio (meio 1) em direção ao segundo meio 
(meio 2). Os meios são descritos pelos parâmetros elásticos normalizados pela densidade: 

����� � �����/	 , ( 1 ) 

cijkl são os elementos do tensor dos módulos elásticos de quarta ordem e ρ é a densidade do meio. 

 Devido as simetrias do tensor elástico perante os índices i ↔ j, k ↔ l e ij  ↔ kl, os 81 
parâmetros aijkl são reduzidos a 21 parâmetros independentes.  Os meios descritos pelos 21 
parâmetros independentes são chamados de meios triclínicos, entretanto os consideramos como 
exceção em contexto da sísmica. As simetrias mais comuns utilizadas são as ortorrômbicas (ORT), 
descritas por 9 parâmetros independentes; as transversalmente isotrópicas (TI), descritas por 5 
parâmetros independentes; e a isotrópica (ISO), descrita por 2 parâmetros independentes. Os demais 
parâmetros são combinações dos parâmetros independentes ou zeros, estas combinações dependem da 
orientação das simetrias em respeito às coordenadas cartesianas.  

 Na interface plana, os vetores de deslocamento e tração das ondas devem satisfazer as 
condições de contorno. Tais condições dependem do tipo de meio e contato existente entre os meios. 
Consideramos o apenas meios elásticos em contato soldado. Isto previne criação de cavidades, difusão 
de material entre um lado e outro da interface e deslizamento ao longo da interface. Estas condições 
exigem a continuidade dos vetores de deslocamento e tração através da interface. 

 Consideramos as ondas incidentes e geradas como ondas planas 

��
�� , �� � ����
� � ����� , ( 2 ) 

onde u é o vetor de deslocamento da partícula do meio, A é a amplitude do deslocamento, g é o vetor 
unitário de polarização, F é o sinal analítico e p é o vetor de vagarosidade da onda.  
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 Para uma dada direção de propagação, especificado pelo vetor unitário, que define a direção 
do vetor de vagarosidade p, há três tipos de ondas planas possíveis. Cada tipo de onda é associado a 
uma das três velocidades de fase e dos vetores de polarização possíveis.  

 Devemos considerar a equivalência entre o sinal analítico das ondas geradas em relação à onda 
incidente em qualquer tempo e ponto na interface plana Σ. Essa equivalência gera as equações (3)-(7). 

  A condição de continuidade do vetor de deslocamento entre as ondas geradas e a onda 
incidente é dada por: 

��
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�� , �� , �� �   . ( 3 ) 

onde o índice I é utilizado para discriminar a onda incidente. 

 Substituindo (2) na equação (3) e considerando a equivalência do sinal analítico das ondas 
geradas e da onda incidente, obtemos da condição de continuidade do deslocamento na interface: 
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 A expressão para o vetor de tração é dado por: 

"� � #��$� � 	�����$���,� � 	�����$�������%
&'()*)� , ( 5 ) 

onde n é o vetor unitário normal à interface plana Σ e por convenção aponta para o meio 1. 

 Assumindo a equivalência do sinal analítico e sua derivada, obtemos da condição de 
continuidade do vetor de tração: 
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onde 

+� � 	�����$����� . ( 7 ) 

 Da equivalência do argumento do sinal analítico, nós recebemos a equivalência das projeções 
tangenciais a interface plana dos vetores de vagarosidade: 

��

�� � ,��


��$�- $� � ��
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.�$�- $� � /� , 0 � 1,2, … 6 ( 8 ) 

onde b é a componente do vetor de vagarosidade tangencial à interface plana Σ, e é igual para as ondas 
geradas e incidente. O vetor de vagarosidade pode ser expresso em termos de sua componente normal 
5 e tangencial à interface plana Σ: 

�� �  /� �  5$� ( 9 ) 

 Substituindo (9) na equação da superfície de vagarosidade: 

67�8��������� � 9��: � 0, ( 10 ) 

onde δik é o delta de Kronecker, obtemos um polinômio de sexta ordem para 5.  

 A equação (10) possui 6 soluções para cada meio; se complexos em pares conjugados, 
entretanto somente 3 soluções possuem significado físico. As soluções reais aceitáveis são aquelas 

cujos fluxos de energia (paralelos aos vetores de velocidade de grupo <
=�) apontam para os meios 
cujas ondas geradas se propagam (refletidas para o primeiro meio e transmitidas para o segundo). 
Logo as condições para o meio 1 devem obedecer 
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e as soluções aceitáveis para o meio 2 devem obedecer 

$�>�
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�� ������ A 0 . ( 12 ) 

As soluções imaginárias devem obedecer à condição de radiação para ondas não homogêneas 

BC
5�$��� D 0 . ( 13 ) 

 Os coeficientes R/T são obtidos da solução do sistema de seis equações lineares não-
homogêneas, obtidas das condições de contorno (4) e (6), cujas incógnitas são A(N): 
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 Os coeficientes R/T são complexos e dados pelas razões das amplitudes das ondas geradas em 
relação a onda incidente 

E�. � �
.� �
��⁄    ,   0 � 1, 2, … , 6. ( 15 ) 

 Consideramos o módulo |RIN| e fase G: 

|E�.| � I8E7
E�.� � BC
E�.�:8E7
E�.� � BC
E�.�:.  ( 16 ) 

G�. � arctan
BC
E�.� E7
E�.�⁄ �. ( 17 ) 

Resultados e Discussão 

 Nos resultados apresentados a seguir os 
índices I (e N) são substituídos por P, indicando 
o caso de incidência de uma onda P (e reflexão 
de onda P). Os modelos sintéticos apresentados 
nesta seção consistem em combinações entre 
meios ISO, HTI, VTI e ORT. AS combinações 
são: ISO1/ISO2, VTI3/ISO2, ISO1/HTI3, 
HTI3/HTI3

ROT e ORT1 /ISO2. 

 Dois meios ISO são utilizados, ISO1 e 
ISO2. Os parâmetros elásticos normalizados pela 
densidade de ISO1 são a1111=10.23 e a1212=3.41 
km2/s2, a densidade ρ=2.5 g/cm3. Os parâmetros 
de ISO2 são a1111=20.25 e a1212=6.75 km2/s2 e a 
densidade ρ=2.8 g/cm3.  

 Os parâmetros do meio HTI3 são 
baseados em (Shearer e Chapman 1989), e 
representam um meio contendo um sistema de 
gretas verticais alinhadas. O eixo de simetria 
deste meio é paralelo ao eixo x1 do sistema de 
coordenadas cartesianas. Os parâmetros 
elásticos independentes são a1111=11.91, 
a2222=19.11, a1212=5.10, a2323=6.38 e a1122=4.40 Figura 1: Superfícies de velocidade de fase de onda 

P para os meios: a) ISO1, b) ISO2. 

 

a) 

 

 

 

 

 

b) 
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km2/s2, a densidade é ρ=2.8 g/cm3.  

 O meio VTI3 é obtido da rotação de 90° 

do eixo de simetria de HTI3 em torno do eixo x2. 
Os parâmetros elásticos independentes são 
a1111=19.11, a3333=11.91, a2323=5.10, a1122=6.35 
e a1133=4.40 km2/s2, a densidade é ρ=2.8 g/cm3. 

 O meio HTI3
ROT é obtido da rotação de 

90° do meio HTI3 em torno do eixo x3, logo 
possui o eixo de simetria em x2. 

 O meio ORT1 é baseado de (Iversen e 
Pšenčík 2007) e (Iversen e Pšenčík 2008). Os 
planos de simetria deste meio são em x1=0, x2=0 e 
x3=0. Dados: a1111=9.00, a1122=3.60, a1133=2.25, 
a2222=9.84, a2233=2.40, a3333=5.94, a2323=2.00, 
a1313=1.60 e a1616=2.18 km2/s2; ρ=2.5 g/cm3. 

 As influências das anisotropias nas 
velocidades de fase são observadas na figura 2. A 
barra de cores é utilizada para enfatizar a 
velocidade para uma dada direção.  Nos casos 
ISO, as velocidades de fase não dependem da 
direção de propagação. No caso HTI3 é possível 
observar a redução da velocidade de fase direção 
x1, enquanto no meio VTI3 a redução é no eixo 
vertical x3, logo as velocidades não depende do 
azimute. Para o meio HTI3

ROT a superfície de 
velocidade de fase é idêntica ao meio HTI3, 
porém com o eixo de redução da velocidade em 
x2. As diferenças das velocidades mínimas e 
máximas em relação à velocidade média, para 
um dado tipo de onda, podem ser utilizadas para caracterizar o grau de anisotropia. As diferenças, em 
relação a ondas P, são de 19 por cento, para os modelos TI; e 25 por cento, para os meios ORT.  

 As figuras a seguir são em coordenadas cilíndricas dos módulos |RPP| e as fases GPP contra os 
valores de inclinação (0-90°) e azimute (0-360°) de incidência. Resultados após o ângulo crítico de 
reflexão de onda P não são considerados nos gráficos, logo ondas evanescentes não são estudadas. 

Figura 2: Superfícies de velocidade de fase de onda 
P para os meios: a) HTI3, b) VTI3 c) ORT1 

 

a) 

 

 

 

 

 

b) 

 

 

 

 

 

c) 

Figura 3: Gráficos do modulo do coeficiente de reflexão |RPP| e da fase GPP para ISO1/ISO2. 
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 Nos gráficos de fase as regiões de fase GPP =0 indicam os coeficientes RPP puramente reais e 
positivos; e regiões cujas fases são GPP =π indicam coeficientes RPP puramente reais e negativos. 
Quando os coeficientes RPP tornam-se complexos ocorrem mudanças na fase. Para os exemplos 
apresentados, onde RPP é complexo, a parte imaginária Im(RPP) < 0, o que implica em GPP <0; os 
valores da parte Re(RPP) < 0 implicam em -π < GPP  < π/2; valores de Re(RPP) > 0 → -π/2 < GPP  ≤ 0; 

Figura 5: Gráficos do modulo do coeficiente de reflexão |RPP| e da fase GPP para ISO1/HTI3. 

Figura 4: Gráficos do modulo do coeficiente de reflexão |RPP| e da fase GPP para VTI3/ISO2. 

Figura 6: Gráficos do modulo do coeficiente de reflexão |RPP| e da fase GPP para HTI3/HTI3
ROT. 

 

Figura 7: Gráficos do modulo do coeficiente de reflexão |RPP| e da fase GPP para ORT1/ISO2. 
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e Re(RPP) = 0 → GPP = π/2. Forte contribuição da parte imaginária para os valores de |RPP| é 
observada nas regiões em que ocorrem as mudanças das fases GPP.  

 Os coeficientes de reflexão ISO1/ISO2 são independentes do azimute; seu comportamento é 
observado na figura 3.  

 A figura 4 é o resultado obtido para modelo feito da substituição do meio ISO1 pelo meio 
VTI3. Neste caso observamos que os coeficientes RPP continuam independentes do azimute; não há 
mudanças significativas no gráfico |RPP| e GPP. Tal comportamento, de similaridade entre substituições 
de meios ISO e VTI, justifica os diversos casos práticos nos quais anisotropias VTI são mascaradas 
como ISO. 

 Com a mudança do eixo de VTI para HTI podemos observar dependência dos coeficientes R/T 
em relação ao azimute (figuras 5 e 6).  As anisotropias influenciam os coeficientes R/T mesmo quando 
não são dos meios em que as reflexões ou transmissões ocorrem. Este comportamento é observado 
figura 5, onde o coeficiente RPP é obtido para as ondas que se propagam no meio ISO1, entretanto a 
presença de anisotropia do meio HTI3 é observada.   

 Na figura 5 observamos dois planos de simetrias em relação aos coeficientes RPP: um plano de 
simetria paralelo e outro perpendicular ao eixo de simetria das velocidades (figura 2.a). 

 A influência de uma simetria ortorrômbica é observada na figura 6. Os coeficientes de 
reflexão também possuem dois planos de simetria para o caso ORT/ISO, 

  

Conclusões  

 O trabalho apresenta os resultados obtidos através de soluções numéricas do sistema de 
equações não homogêneas, provenientes das condições de contorno, para a obtenção dos coeficientes 
R/T deslocamento. Mesmo para o caso isotrópico, cuja solução pode ser obtida de fórmula explicita, 
os valores dos coeficientes R/T de deslocamento são obtidos numericamente e com resultados 
satisfatórios. É possível observar o comportamento da reflexão de transmissão de ondas P em 
diferentes testes sintéticos. 

 Coeficientes R/T ocorrem devido a descontinuidades entre dois meios, logo não podem ser 
analisados em termos de somente uma simetria, mas em termos das combinações entre diferentes 
pares de simetrias. Coeficientes R de combinações entre meios ISO e VTI possuem um eixo de 
simetria vertical, são invariantes perante os azimutes. Os coeficientes R de combinações entre meios 
HTI e ISSO, HTI e VTI ou ORT e ISO apresentam dois planos de simetria verticais perpendiculares 
entre si. Quando combinações de dois meios HTI, cujos eixos de simetria são perpendiculares entre si, 
os coeficientes R/T possuem dois planos de simetria como nos casos entre HTI e ISO ou HTI e VTI. 
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