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“Solucao do problema de Buckley-Leverett via formulacoes
explicita e totalmente implicita do método Upwind de Primeira
Ordem”

Abstract

When dealing with reservoir simulations, one of the important tasks consists of simulating the
behavior of some reservoir fluid parameters, such as oil and water saturations. These simulations allow
the prediction of oil bearing rocks production potential, when applying some specific production
techniques, and can point to the correct application of methods that can maximize the gains to be
produced by oil fields. In this context, the Buckley-Leverett equation places an important role, once it
can be applied to compute the relative amounts of the fluids, oil and water, which are still present in
the reservoirs, from other parameters that can be easily determined such as the relative permeability
between fluids and the speed of the water flow in injection wells. Since Buckley-Leverett equation is a
nonlinear differential equation, numerical methods are needed for its solution and linearization. In the
present work the Buckley-Leverett equation is solved for one-dimensional problem by the "Control
Volume Finite Differences Method", considering both formulations: explicit and fully implicit. In the
case of fully implicit formulation, the system of nonlinear equations is solved by the "Newton-
Raphson Method."

The results were generated by a program developed in MATLAB. In this program the
numerical formulation of the Buckley-Leverett equation was discretized by the First Order Upwind
method considering both: explicit and fully implicit formulations. These results were compared with
the results generated by another program in MATLAB, originally developed to solve the problem
adapted from PINTO (1991) and CARVALHO (2005). In order to illustrate the performance of these
methods the develop program was applied to solve a problem with a D-unit mobility ratio, and
subsequently the value of this parameter was increased 10 times. In addition, simulations were
performed considering different values for the Darcy velocity, yielding the expected results for such
changes.

Introducao

A recuperacéo de petroleo em rochas reservatorio envolve diferentes técnicas de produgéo que
vao desde a simples injecdo de agua até a utilizacdo de polimeros que aumentam a viscosidade da dgua
dificultando sua chegada antecipada aos po¢os produtores, ou ainda a utilizacdo de surfactantes que
reduzem a tenséo superficial do 6leo (petréleo em sua fase liquida) de modo a facilitar sua remogéo.
De maneira geral, as pressdes no interior das rochas reservatorio sdo geralmente bastante altas, de tal
forma que o simples fato de se perfurar um poco através da formacgao promove a saida esponténea de
grande parte do Oleo residente. Este tipo de recuperacdo de dleo é conhecido como recuperacdo
priméria. A técnica de recuperacdo secundaria envolve a injecdo de dgua através de pocos injetores, de
forma que esta agua sirva tanto para aumentar a pressdo no interior dos reservatorios, como para
deslocar mecanicamente o 6leo na direcdo dos pogos produtores, e se constitui na técnica mais
utilizada devido ao seu custo relativamente baixo. Outras técnicas, definidas como técnicas terciarias
aparecem como uma alternativa quando o capital investido na aplicagdo de tais técnicas é compensado
pelo aumento da producéo de petr6leo gerado pelas mesmas.
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No caso da técnica de producdo secundaria, os fluidos no reservatério sdo basicamente a dgua
e 0 Oleo de forma que a identificacdo do potencial de producdo das rochas portadoras de petréleo,
assim como da correta aplicacdo de métodos que possam maximizar os ganhos a serem produzidos
pelos campos petroliferos, pode ser conseguida através da simulagdo numérica e computacional do
comportamento de parametros tais como as saturagbes do 6leo e da dgua bem como das pressdes
destes fluidos nos reservatorios. Nesse contexto, a equacdo de Buckley-Leverett (BUCKLEY e
LEVERETT, 1942), que é utilizada para definir as quantidades relativas dos fluidos, éleo e a4gua, que
estdo ainda presentes nos reservatdrios, em funcéo de parametros tais como a permeabilidade relativa
entre os fluidos e a velocidade do escoamento de agua nos pocos injetores, constitui um importante
papel para simulacdo do comportamento dos fluidos no reservatério. Sendo a equacdo de Buckley-
Leverett uma equacdo diferencial ndo linear, métodos huméricos sdo necessarios para sua linearizacédo
e solucéo.

Nesse trabalho a equacéo de Buckley-Leverett é resolvida, para um problema unidimensional,
através do método “Diferencas Finitas com Volume de Controle” em conjunto com o “Método
Upwind de Primeira Ordem” considerando-se ambas as formulagbes de Euler: explicita no tempo e
totalmente implicita tempo. No caso da formulagdo totalmente implicita, o sistema de equagdes ndo
lineares resultante é resolvido pelo “Método de Newton-Raphson™.

Este trabalho faz parte de um subprojeto o qual tem como principal objetivo, o
desenvolvimento de um simulador “In-House” utilizando uma formulagdo do MDFVC (Método das
Diferencas Finitas com Volume de Controle), totalmente implicita no tempo, capaz de modelar o
escoamento biféasico 2-D e 3-D de &gua-6leo no interior de reservatorios de petrleo heterogéneos.
Espera-se com isso, dominar completamente o ciclo de projeto/programacdo de um simulador de
escoamentos em reservatdrios de petrdleo capaz de simular problemas complexos e altamente nédo-
lineares. Tendo em vista que, até o momento, apenas simuladores utilizando a formula¢do IMPES
(Implicit Pressure Explicit Saturation) ou variacBes da mesma (MIMPES/Modified-IMPES) foram
desenvolvidos e implementados por membros do grupo de pesquisa em que os autores do trabalho
estdo envolvidos.

Metodologia

Conforme apresentado anteriormente, a equacdo basica estudada é a equacdo de Buckley e
Leverett (BUCKLEY e LEVERETT, 1942) que modela o escoamento bifasico, incompressivel e
imiscivel de agua e 6leo em reservatorios de petréleo. Quando desprezados os efeitos da capilaridade e
da gravidade, a equacdo de Buckley e Leverett apresenta-se da seguinte forma:

(¢a§t—W=—v ﬁwj &)

A Equacdo (1) é uma equagdo hiperbélica ndo-linear onde: ¢ é a porosidade; S, é a
saturacdo da agua; e IEW é a funcéo de fluxo definida como IfW =Vf,, sendo V é a velocidade total ou
“de Darcy” do escoamento. f,=A4,/A; , é a funcdo de fluxo fracional da dgua, onde A, é a

mobilidade da agua e A, = A, + 4, é a mobilidade total das fases agua e 6leo. A mobilidade de uma
fase &gua, ou Oleo, (indicadas respectivamente pelos indices i =w ou i = o) é definida por
A =K, /., onde 1 € aviscosidade e k,; permeabilidade relativa da fase “i”. A fim de discretizar a
equacdo Eq. (1), integra-se a mesma no tempo e no espago para um volume de controle pré-definido.
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Para 0 avango no tempo utilizam-se as formulac6es de primeira ordem de Euler, explicito e totalmente
implicito no tempo, em conjunto com o método Upwind de Primeira Ordem para a resolucdo da Eq.
(1). A seguir o Método das Diferencas Finitas com Volume de Controle (MDFVC) é apresentado
juntamente com o método Upwind de Primeira Ordem, em suas formulacGes explicita e totalmente
implicita, para a discretizacdo da equacéo de Buckley-Leverett, e com 0 método de Newton-Raphson o
qual € aplicado para resolucao dos sistemas de equacfes nao-lineares.

a) Método das Diferencas Finitas com Volume de Controle (MDFVC)

O método das Diferengas Finitas com Volume de Controle (MDFVC) é um método de
discretizacdo de equacOes diferenciais baseado nas leis de conservacdo. Para o caso em questdo,
primeiramente define-se o volume de controle do problema e aplica-se a lei de conserva¢do da massa,
posteriormente as equacdes resultantes do balanco realizado s&o integradas utilizando-se o Teorema da
Divergéncia de Gauss e é obtida a equacdo para cada ndé da malha computacional analisada.
Matematicamente este método se apresenta da seguinte forma:

JoBua0, = [v-For,»Beo L (£ nar, @
Q| 6t QI at ¢VI rl

b) Método Upwind de Primeira Ordem

No método Upwind, a partir das contribuicbes dos nds, constrdi-se uma aproximagdo de
primeira ordem e mondtona no espago em que se incorpora o sentido do transporte da informacéo,
utilizando as seguintes expressdes para o fluxo sobre um no:

(Fow)=Fi 58 Fu Ty, 20 (Sentidol —J,) ©)
(If”L(W))z IfJL(W) se IfUL(W) i, <0 (SentidoJ, — 1) (4)
I
Ax
© Q
I i Jy
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Fig. 1 — Representacéo de dois volumes de controle adjacentes da malha computacional

Este método, descrito nas Egs. (3) e (4), pode ser aplicado com ambas as formulacdes, a
explicita ou totalmente implicita.

b.1) Formulag&o Explicita:

Neste tipo de formulacdo, resolvem-se k equagdes, uma a uma, utilizando-se os valores das
saturacGes que ja foram calculados anteriormente. Matematicamente, tém-se a seguinte expressao:

il an At Nyizinhos A ~
S'(W) B S'(W) _¢_v| - FIJL(W) Ny, ®)
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onde os sobrescritos n+1 e n correspondem aos passos de tempo t + At (atual) e t (anterior),
respectivamente.

b.2) Formulagéo Totalmente Implicita:

Na formulacdo totalmente implicita resolve-se um sistema de equacdes ndo-lineares com Kk
equacdes e k incognitas. Matematicamente, essas equagdes tém a seguinte forma:

NV' inh
At izinhos | el -

ST S — F n 6
1(w) 1(w) ¢V| ~ 3p(w) ( )
onde os sobrescritos n+1 e n correspondem aos passos de tempo t + At (atual) e t (anterior),

respectivamente. Para resolver o sistema de equagdes ndo-lineares, utiliza-se o Método de Newton-
Raphson.

b2.1) Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson para sistemas de equacdes ndo-lineares € um método iterativo
que tem como principal objetivo estimar a solucdo do mesmo através da seguinte expressdo
matematica (MATHEWS E FINK, 1999):

J (Svlf/)[sw(kﬂ) - Sw(k)] = _g(sw(k)) (7)
ou ainda:
g kD _g (k)_G(S (k))J—l(S(k)) (8)

onde J(S.) é a matriz jacobiana do problema dada por:

G 0 0
S
o0, 0
Sy Sy
15,)=| : 9)
O ag 1-1 ag 1-1 O
38, 2y 051 1
0 o o9, g
L aSl—l(W) as' (w) |
e tem-se que:

W

o9, (VALY ASiw —1)krw+[(1/VR)km]—ZkM[(lJr(l/VR))S,(W)—(1/VR)+((1/VR)—1)Swi]
s, (AXJ{ [k +(L/VR)K,, | } (10)

€,

a0, _(\mj 2(S1 0y =Dk +[(L/VR)K,, |- 2Kk, [ (1+(1/VR))S, () —(L/VR)+((1/VR)-1)S,, | a
S, 4w | AX [Ko +(L/VR)K,, |
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As duas formulaces foram implementadas em um programa desenvolvido em MATLAB
(MATTHEW, 2004), o qual também foi utilizado na etapa de pos-processamento.

Resultados e Discussao

Nos gréaficos abaixo ilustrados, sdo apresentados os resultados obtidos com o método Upwind
de Primeira Ordem em suas formulagdes explicita e totalmente implicita, para a simulacdo do
problema de Buckley e Leverett (B-L), num dominio 1-D. As satura¢des residuais de agua e 6leo séo
Srw = Sor = 0,1. As condig¢des iniciais e de contorno sdo: S,(x,0) =S, =0.1, para0 <x <1e S,(0,t) =
1.0-S,; para x = 0. Nas figuras a seguir, sdo apresentadas a solucdo semi-analitica e as solucdes obtidas
com as duas formulagdes numéricas no instante t = 0,2 (adimensional), para trés malhas
unidimensionais diferentes, com 8, 32 e 512 nds ao longo do eixo x.

al b’

Fig. 2 — Perfil de Saturacéo de &gua com V =1 e Y /M, = 1 para malhas com: a) 8 nds; b) 32 nos;
c) 512 nés

al b’

Fig. 3 — Perfil de Saturacgéo de 4gua com V = 2 e /W, = 1 para malhas com: a) 8 nés; b) 32 nés;
c) 512 néds

al b}

Fig. 4 — Perfil de Saturacdo de 4gua com V =1 e W/l = 10 para malhas com: a) 8 nés; b) 32 nés;
¢) 512 nds
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Na Fig. 1 tem-se que a razdo de viscosidade 6leo-agua é igual a 1 e que o velocidade de Darcy
para 0 escoamento também ¢é igual a 1. J& na Fig. 2 foi alterada apenas o parametro da velocidade
alternando-se de 1 para 2. Finalmente, na Fig. 3 foi rodado um caso onde a razéo de viscosidade 6leo-
agua foi aumentada em 10 vezes.

Conforme se observa nas Figs. (1a), (1b), (1c), (2a), (2b), (2¢), (3a), (3b) e (3c) ambas as
formulagdes apresentam solugdes robustas, mondétonas e com boa acuracia para as malhas propostas.
As duas convergem para a solucdo analitica a medida que a malha é refinada, capturando bem, tanto a
altura como a posi¢do do “choque” de saturagoes.

Na Fig. 2 é perceptivel o avango da frente de saturacdo de dgua com relacdo a Fig. 1, este
avanco é decorrente do aumento da velocidade com que a agua escoa dentro do reservatorio, isto
corresponde a um aumento na vazao de 4gua no pogo injetor e com isso entra mais agua no mesmo
intervalo de tempo no meio poroso, portanto, a frente de saturacdo avanca.

Na Fig. 3, nota-se que com o aumento da viscosidade do 6leo ficou mais dificil de a agua
“varrer” os hidrocarbonetos para o pogo produtor e com isso, a recuperagdo de 6leo é menor e 0 poco
produtor vai produzir agua de uma maneira mais rapida.

Conclusoes

Neste trabalho, apresentou-se um programa, usando a linguagem de programacdo MATLAB,
onde o método Upwind de Primeira Ordem nas suas formulagdes explicita e totalmente implicita foi
implementado para solugdo numérica da equacdo de Buckley-Leverett, a qual modela o escoamento
bifasico de &gua e 6leo em meios porosos, quando sdo desprezados os efeitos capilares e
gravitacionais. Para validacdo do cddigo desenvolvido, o mesmo foi testado com um programa
desenvolvido em MATLAB que resolve o problema adaptado de PINTO (1991) e CARVALHO
(2005). A fim de ilustrar o desempenho dos métodos apresentou-se a solugdo de um problema 1-D
com razdo de mobilidade unitaria e posteriormente aumentando em 10 vezes esta mesma razdo. Além
disso, também foram realizadas simula¢des com diferentes valores para a velocidade total de
escoamento, obtendo-se os resultados esperados para tais mudancas. Como visto anteriormente, a
formulagdo totalmente implicita apresentou resultados mais acurados e menos difusivos que 0 método
totalmente explicito. Posteriormente, estas formulagdes serdo estendidas para 2-D e 3-D, incluindo a
discretizagdo da equagdo da pressdo. No futuro proximo também se pretende estudar e implementar
formulagbes mais complexas num programa utilizando a linguagem do MATLAB, para simular o
escoamento bifasico e imiscivel de agua e 6leo em 2-D e 3-D utilizando um procedimento
“Totalmente Implicito”, verificando sua robustez e acurécia para obter-se um simulador “In House”,
gue é o principal objetivo do subprojeto.
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