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PROPOSTA DE UMA METODOLOGIA PARA DETERMINAR A
INSTABILIDADE DINAMICA DE SISTEMAS GIRANTES COMPOSTOS
COM MATERIAL VISCOELASTICO

Abstract

Nowadays there is an increasing demand for rotating equipment working at high rotation as turbines,
pumps, compressors and others. Furthermore, these machines have been increasingly required to operate
near or above their specific critical rotation speed. The instability in high-speed rotors is one of the main
causes of its problems, which may lead to catastrophic rotor failure or premature weakening. One way
to mitigate this rotor dynamics problem is the addition of damping in the bearings. The use of
viscoelastic materials (VEM) for vibration control, either through isolation or dynamic neutralizers, has
been applied with relative success in the last years, because beside its high capacity to dissipate
vibrational energy. The VEM have lower initial costs implementation and maintenance. One way to set
the instability of a system is to check the real part of the associated eigenvalues. In the general case, the
problem have to be solved in the state space, a 2n dimensional space, where n is the number of degrees
of freedom or natural frequencies. In numerical models involving matrices with real coefficients, it is
know that, in the state space, the eigenvalues appear with double multiplicity and complex conjugate
pairs. On the other hand, when using the fractional-derivative model describing the dynamic behavior
of viscoelastic materials, such as, polymers, rubbers, for example, the matrix has complex coefficients
in the frequency domain. In this case, the eigenvalues have to be in some way related by redundancy
information that may appear in complex conjugate pairs and complex, and, also, in complex and its
opposite pairs, as has been observed in some numerical simulations and previous works. If this is the
case, a simple inspection of the real part of the eigenvalues cannot be performed, since the numeric
codes could not determine which eigenvalue is physically relevant. Within this context, the aim of this
work is to propose a method for accurately estimate the dynamic instability of rotors when they are built
with viscoelastic materials. The proposed method will be implemented and numerical simulations will
show its potential through real examples.

Introducao

Atualmente, existe uma demanda cada vez maior por equipamentos rotativos trabalhando a elevadas
rotagdes como turbinas, bombas, compressores entre outros. Além disto, estas maquinas séo forcadas
cada vez mais a operar acima ou perto da sua velocidade de rotacdo critica. Quando estas condi¢des
acontecem, a probabilidade de ter desgastes excessivos em diferentes partes de um rotor, provocados
por vibragdes, aumenta consideravelmente. Com isto, as pecas tendem a ser mais exigidas, provocando
fadiga, desbalanceamentos e até mesmo sua ruptura. A instabilidade presente nos rotores em altas
rotacBes é uma das principais causas destes problemas. Um dos métodos mais utilizados € a adi¢éo de
amortecimento nos mancais do eixo do rotor, que pode mitigar esta condicdo de funcionamento nédo
desejada, ampliando sua faixa (til de trabalho com o consequente aumento da sua vida util. O uso de
materiais viscoelasticos (MVE) em controle de vibracGes, seja através de isolamento ou neutralizadores
dinamicos, tem sido aplicado com relativo sucesso ja ha alguns anos. Além de ter uma elevada
capacidade de dissipar energia vibratdria, seus custos iniciais de implementacdo e de manutencéo sdo
mais baixos que as solugdes tradicionais — uso de mancais hidrodindmicos e magnéticos. Os MVE
tornaram-se uma alternativa para reduzir vibracdes e ampliar a faixa de funcionamento de um rotor de
forma estavel. A modelagem do comportamento dindmico destes materiais é representada neste trabalho
pela sua equacdo constitutiva — que contem relacdes de tensdes-deformacgdes — usando derivadas de
ordem fracionérias. Esta modelagem reproduz com boa precisdo as caracteristicas dindmicas dos
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materiais viscoelasticos mais utilizados na engenharia, em uma ampla faixa de frequéncia e de
temperatura, com um nimero reduzido de pardmetros.

Conforme FERREIRA (2004), a instabilidade implica em um movimento livre que pode tender a um
acréscimo de amplitude sem limite, quando um sistema em principio em equilibrio é exposto a pequenas
perturbacBes. Em maquinas girantes, este fendmeno geralmente esta associado as elevadas velocidades
de rotacdo de um eixo e a capacidade do sistema de voltar a sua posi¢do de equilibrio, estatico ou
dindmico, apds uma perturbacdo qualquer. Quando a instabilidade do sistema é atingida, vibracdes
excessivas podem provocar desgastes no rotor ou em algum elemento deste de forma prematura.
Segundo GENTA (2005) o aumento da velocidade de rotagcdo de um rotor pode gerar perturbagfes
devido a mudanca da forca centrifuga, que pode ocasionar um aumento ilimitado da amplitude de
vibracgoes livres.

Uma das formas de estudar o comportamento dinamico devido a instabilidade de um rotor ¢ através do
problema de autovalores. Em geral, quando as matrizes possuem coeficientes reais e 0 modelo de
amortecimento é o geral, os autovalores, A;, com i = 1 a n graus de liberdade, vém em pares complexos
e complexos conjugados. A parte real do autovalor fornece o fator de crescimento ou decrescimento da
resposta de um sistema em vibracdo livre e a parte imaginaria fornece a oscilagdo da mesma. Portanto,
para analisar a estabilidade do rotor, basta analisar o sinal da parte real dos autovalores, A = —s, sendo
s o coeficiente de Laplace. Assim, se o sinal da parte real de A é positivo, o sistema é estavel, caso
contrario o sistema é instavel. O uso de materiais viscoelasticos gera matrizes de rigidez complexas, em
func&o da frequéncia e da temperatura. Estas matrizes complexas mostram a capacidade destes materiais
de armazenar e dissipar energia vibratoria. Esta afirmag&o, associada ao fato que rotores possuem o
efeito de amortecimento préprio e o efeito giroscépico, fazem com que os autovalores se apresentem,
no espago de estado, em pares complexos e opostos. Tendo como informacdo para o estudo de
instabilidade autovalores complexos e seu negativo complexo, o estudo de instabilidade analisando a
parte real dos mesmos fica comprometida por ndo se saber quem é o complexo e quem seu negativo o,
principalmente quando estes trocam produzindo a instabilidade. Para resolver este problema uma
metodologia simples foi implementada neste trabalho. Simulagdes em rotores compostos com material
viscoelastico mostram tal metodologia e os resultados obtidos com a mesma.

Metodologia
Instabilidade dinamica

Para ilustrar instabilidade em um modelo equivalente de um grau de liberdade como o representado na
fig. 01, parte-se da equacdo de movimento livre, isto é,

mx +cx + kx =0, (01)

onde m, ¢ e k s&o o0s elementos de massa, amortecimento e rigidez, respectivamente.

x(t)

2 e

Figura 01 — Representa¢do de um sistema com um grau de liberdade
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A solucéo da eg. (01) pode ser representada por
x(t) = X e, (02)
Substituindo-se a eg. (02) em (01), obtém-se a equacao caracteristica:
ms?+cs+k=0. (03)

A solugdo da eq. (03), para amortecimento subcritico, toma valores complexo e complexo conjugado
(EWINS, 1984),

s=—80,+i0,/1- &2, (04)

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento, que é equivalente a Z\/Lk_m e 0, é a frequéncia natural ndo

amortecida, que é dada por \/%
Percebe-se assim que o termo real (Re) da eq. (04) determina se o sistema € estavel, ou seja, se Re(s) <

0 o sistema sera estavel e se Re(s) > 0 seré instavel e o termo imaginério (Im(s)) representa a frequéncia
amortecida do sistema.

-

e ALY
’ .
/ N
/ (b) .,

Figura 02 — Resposta a excitagdo. (a) Estavel; (b) Instavel

Modelagem Matematica do Rotor com suportes viscoelasticos

Os modelos utilizados para o equacionamento do rotor foram definidos em LALANNE e FERRARIS
(1990) e GENTA (2005). A adicdo de componentes viscoelasticos nos mancais esta descrita em
RIBEIRO (2015). Naquele trabalho, a matriz de rigidez passa a ser complexa e fungéo da frequéncia e
da temperatura. Assim, a equa¢do de movimento de um rotor composto com material viscoelastico é
dada por:

M) + [€ + G(2pm)]a(®) + K(@)q(®) = (1), (05)

onde M é a matriz de inércia (constante e simétrica), G a matriz giroscépica do eixo e disco (funcéo da
rotacdo e antissimétrica), C é a matriz de amortecimento interno do eixo e do mancal (constante e
simétrica), K(Q) a matriz de rigidez do eixo e dos mancais (simétrica, complexa e em funcdo da
frequéncia), q é o vetor de coordenadas generalizadas e f é o vetor de forcas generalizadas. Notar que a
eg. (05) ¢ denominada de “non-equation”, pois apresenta componentes variando no dominio do tempo
(t) e da frequéncia () (CRANDAL, 1970) (GAUL, 1999).
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Devido ao aumento dos graus de liberdade, as matrizes apresentadas na eq. (05) tém dimensdes iguais
a (d + 2s) x (d + 2s), onde d ¢ a dimensao inicial do sistema e s corresponde ao nimero de suportes
inseridos. Os vetores q ¢ f, possuem dimensdo de (d + 2s).

Representando a eq. (05) no dominio da frequéncia tem-se:
{(—0°M +i0[C+ 6(Qrpm)] + K(D)} Q) = F (), (06)

onde Q(2) e F(£2) sdo as transformadas de Fourier de q(t) e f(t), respectivamente. Para determinar o
problema de autovalores encontram-se algumas dificuldades adicionais ja que, em geral, as matrizes ndo
sdo simétricas e a matriz de rigidez do primeiro membro da eq. (06) ¢ dependente da frequéncia de
excitagdo, que pode ser independente da frequéncia de rotago, £2,-,,. Uma maneira de contornar estas
dificuldades ¢ reescrevendo a eq. (06) no espago de estado. Deste modo, define-se a variavel de estado
como:

Q)
Y() ={ - & (07)
Q)
Entdo a equacdo de movimento pode ser escrita da seguinte forma,
C+6(Qpm) | M K@) : 0 F(0)
in oY@+ e s Y@ =4 - (08)
M i 0 0 i =M 0
ou, de forma mais compacta,
[i2A + BlY () = {F, (D)}, (09)
onde
C+6(Qpm) | M K@) : 0
A= R e =l .. R N (10)
M i 0 0 P —-M
O problema de autovetores generalizado, associado a eq. (09) ¢ dado por

no qual 8; ¢ denominado autovetor a direita e A; o seu autovalor, com i variando de 1 a n. Considerando
que A e/ou B sdo matrizes ndo simétricas, deve-se resolver o problema de autovalor adjunto, definindo-
se o autovetor a esquerda com a variavel Y, ou seja,

BY; = 1;Ay;, (12)
ondei =1an.

Dada as condicbes de ortogonalidade apresentadas em EWINS (1984) e FERREIRA (2004), chega-se
as seguintes conclusoes:

Pprge=1 e WYIBO=A, (13)

onde I é a matriz identidade e A é a matriz espectral de autovalores. Como estes autovalores séo
complexos, podem ser representados pela parte real, §; e pela parte imaginaria v;, ou seja,
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Devido a formulagéo ser realizada no espaco de estado — com suportes viscoelasticos e portanto matrizes
com coeficientes complexos, os autovalores sdo complexos e diferentes, porém, tem que estar
relacionados de alguma forma. Verifica-se assim, que para este tipo de problemas os autovalores estdo
formados por pares A; e —A;. Desta maneira, tomando-se valores de j # k, mas com A; = —A; e
aplicando estes valores nas relacfes de ortogonalidade acima, resultam:

k; —2 — 2
Af:—;éz—njzam) (15)

e, portanto, A; = iﬁj. Por definicdo, tem-se que

L _ 16
A =0; =07 (1+in;), (16)

=0 1+, (17)

onde 2; ¢ a frequéncia natural do sistema e n; o seu fator de perda.

portanto,

Destas relagdes, chega-se a conclusdo que:
Im(-47)

.sz = RE(—A]Z), e n; = m
]

(18)

Resultados e Discussoes

Conforme explicitado o problema da determinagdo da instabilidade em rotores com mancais
viscoelasticos ocorre em funcdo do polindmio caracteristico, que resulta na solu¢do do sistema, em
autovalores complexos e opostos (ao invés de complexos conjugados). Conforme ja explicitado
anteriormente, a maneira classica de determinacdo da estabilidade decorre do sinal da parte real destes
autovalores. Como o par de autovalores tem sinais opostos, a analise classica ndo se torna possivel.

Para compreender melhor a influéncia dos autovalores, foram realizadas simulagdes numéricas de um
rotor Jeffcott — um sem e outro com valores complexos na matriz de rigidez, que é a principal mudanca
em um modelo matematico com e sem material viscoelastico. Os autovalores (s) foram representados
em um grafico onde a parte real destes foi colocada no eixo das abscissas e a sua parte imaginaria no
eixo das ordenadas.

Im o Imt

e

‘.(;a). PR "R TR R R TP . _ o —

Figura 03 — (a) Modelo com a matriz K; (b) Modelo com a matriz K.
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Conforme apresentado acima, a fig. 03a esté representado os autovalores complexos e conjugados e na
fig. 03b os autovalores complexos e opostos. Nota-se uma simetria nas duas figuras, porém a matriz
complexa (K) faz com que os autovalores ndo se apresentem mais somente no plano esquerdo do eixo
imaginario, 0 que caracterizaria a necessidade de se analisar por outro viés esta questdo.

Esta analise grafica também foi realizada em um modelo numérico real, representando um rotor didatico
presente no laboratério com suporte com material viscoelastico. O rotor didatico apresenta as seguintes
caracteristicas construtivas:

Tabela 01 — Dados do Rotor didatico

Componente | Posi¢cdo [mm] | Comprimento [mm] | Didametro [mm] | Material
Eixo 0 365 10 Aco
Disco 300 25 74 Aco
Mancal 0 - - Aco+MVE
Mancal 365 - - Aco+MVE

Rotor

(b)

Figura 04 — (a) Rotor didatico; (b) Sistema utilizado na modelagem

Verifica-se na fig. 05 que os autovalores se comportam de forma semelhante ao da fig. 04b. Portanto, a
proposta apresentada neste trabalho é acompanhar a resolucdo dos autovalores e verificar o
comportamento de sua parte real até que este valor se aproxime de cruzar o eixo imaginario. Partindo
da premissa que em rotacdo zero o sistema é estavel, no momento em que o autovalor muda do plano
esquerdo para o direito ou vice-versa, 0 sistema girante se torna instavel.

Figura 05 — Plotagem de autovalores em um rotor modelado com MVE
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Conclusoes

Neste trabalho, foi proposta e implementada numericamente uma metodologia simples para determinar
a instabilidade de sistemas girantes compostos com material viscoelastico. Dentre os estudos de
instabilidade, o que melhor se adapta para este problema é verificar se a parte real dos coeficientes de
Laplace (valor negativo do autovalor) é negativa, sendo neste caso o sistema considerado estavel.

Foram revisados conceitos que mostram que as caracteristicas dindmicas desses materiais, provoca que
a matriz de rigidez global do sistema em estudo seja complexa, funcéo da frequéncia e da temperatura.
Assim, pelas caracteristicas do sistema, a equacdo de movimento deve ser equacionada no espago de
estado, em um ambiente 2n dimensional com redundéncia de informacdo, obtendo-se autovalores
complexos e seu negativo complexo. Com isto, a metodologia tradicional se torna inadequada, uma vez
gue no computo numérico é impossivel saber quem é o autovalor e quem 0 seu hegativo, muito menos
saber quando essa troca acontece, momento em que 0 sistema se torna instavel.

A proposta deste trabalho foi baseada no acompanhamento da parte real dos autovalores do sistema,
partindo da premissa que em rotacao zero o sistema é estavel. Desta forma, a metodologia implementada
permite, de forma simples, determinar a rotagdo para a qual o sistema se torna instavel, atraves da
observacao da representacdo da parte real dos autovalores no plano s de Laplace. Um exemplo numérico
foi implementado em Scilab, demonstrando a eficécia da metodologia em identificar a instabilidade em
estudos de dindmica de rotores compostos com materiais viscoelasticos.

Agradecimentos

Os autores agradecem o suporte financeiro concedido pelo PRH-24 — Programa Interdisciplinar em
Engenharia de Petréleo e Gas Natural da Universidade Federal do Parana. O pesquisador Carlos Alberto
Bavastri agradece ao CNPq pelo auxilio financeiro.

Referéncias Bibliograficas

CRANDALL, S. H. The role of damping in vibration theory. Journal of Sound and Vibration, 11(1),
3-18. 1970.

EWINS, D. J. Modal Testing: Theory, Practice, and Application. Research Studies Press Ltd. 12
Edicdo. 1984.

FERREIRA, Euda Mara da Silva. Modelos de rotores dindmicos com mancais flexiveis utilizando
material viscoelastico. 2004. 54f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecénica) — Setor de
Tecnologia, Universidade Tecnol6gica Federal do Parand, Curitiba, 2004.

GAUL, L. The influence of damping on waves and vibrations. Mechanical Systems and Signal
Processing, 13(1), 1-30. 1999.

GENTA, Giancarlo. Dynamics of Rotating Systems, New York: Springer Science+Business Media
Inc, 2005.

LALANNE, M.; FERRARIS, G. Rotordynamics Prediction in Engineering, New York: John Wiley
& Sons Ltd, 1990.

RIBEIRO, E. A.; PEREIRA, J. T.; BAVASTRI, C. A. Passive vibration control in rotordynamics:
Optimization of composed support using viscoelastic materials. Journal of Sound and Vibration, 351,
43-56. 2015.



