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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA A SOLUCAO DE
PROBLEMAS POROELASTICOS

Abstract

In this work, we will present a code, developediATLAB, which was derived in the framework of
Biot's consolidation theory. The mathematical modelre defined, including mass conservation of
fluid, Darcy’s law for velocity, and force equilibm of solid skeleton, over assumption of planesstr
conditions. The system of equations is solved fallg coupled manner. The code was validated the
using benchmark problems, including the consolatagiroblems of Terzaghi and matching numerical
solutions with the analytical solutions and ABAQUfr heterogeneous and anisotropic
poromechanical effects, which are usually foundthie physical phenomena studies in reservoir
geomechanics

Introducao

A poromecanica, ciéncia responsavel pelo desemaelhvio de teorias que explicam o comportamento
hidro-mecéanico de meios porosos, € a area de atwagfonsavel pela predicdo do comportamento
mecanico de reservatoérios petroliferos durante spasagfes, sejam de injegdo ou de produgéo de
Oleo ou gasAs formulacdes que regem os fendmenos hidro-mesfinpodem ser resolvidas de
diferentes formas, e usualmente sdo classificadascdrdo com a forma e a sequéncia com que as
equacdes governantes sao resolvidas. Com o degemento da ciéncia essas formulagbes séo
atualmente implementadas em softwares ou cédigasoemutadores digitais. A prépria natureza dos
problemas envolvendo a fisica dos reservatoriopeti®leo encontrados na natureza é determinante
no uso de tais ferramentas, tendo em vista as gieglde geométricas e dimensionais e composi¢cées
de materiais a partir de formagdes anisotropicasterogéneas, tornam o céalculo analitico manual
tedioso e impraticavel.

Devido a importancia dos problemas poromecanicos pangenharia de reservatorios e as
consideracfes acerca das formas de solucdo dessbtenmas, esse trabalho consiste na
implementacdo de um cédigo computacional que resaltilizando uma formulagcdo numérica
apresentada na literatura, problemas poroelastrosjue as deformagbes do meio se desenvolvem
em niveis de tensdes elasticas.

Metodologia

Para a obtencéo das equacfes que regem 0s prolplernakaisticos, objetos de estudo desse trabalho,
foi utilizada a teoria de Biot (Biot, 1941), talmo apresentada nos trabalhos de Kochen e Décio (
1983). Maurice Anthony Biot foi um engenheiro entigta belga que, a partir de uma série de

trabalhos, desenvolveu uma teoria que explica goot@mento hidro-mecéanico de meios porosos. A

teoria de Biot € aceita, atualmente, pela comueidaentifica, como uma teoria consolidada para a

modelagem de problemas poroelasticos tridimenso&aiproblema de fluxo associado é regido pela

lei de Darcy, que se materializa como uma equagastitutiva que descreve as relagdes entre o fluxo
do fluido e o gradiente de pressdes de fluido. Raratencdo da formulacao especifica para o peesent
trabalho foram consideradas as seguintes simpldes

* Meio e fluxo isotérmicos;
* Fluxo laminar e monofasico;

e Fluido homogéneo;
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e Carregamento quase-estatico;

* Meio sujeito ao regime de Pequenas Deformacdes;

» Problema mecénico regido pelo Estado Plano de befgies;
* Meio elastico linear;

Fazendo uso das simplificacdes, as equacdes geenregproblema poroelastico tomam a
forma apresentada abaixo

c'+b=0, onde ¢ =¢—Ip , ondes =Dg

0.(v) ——(ax +£y) =0, ondev = 2P

=yf (1)

sendo ¢' e o, respectivamente, os tensores de tensbes efeivaensdes totais. O vetor
€ =[£X &, yXyJ € o vetor de deformacdes do material. A pressdluidie € dada pop e a variavel

temporal port. A matriz constitutiva do comportamento mecanicavtiierial € dada pob, b € o

vetor de forcas de corpo atuantes no dominio. Acidade de Darcy é dada per, o tensor de
permeabilidades pok e o peso especifico do fluido avaliado por. E definida, comd, a matriz

identidade de ordem 2.

Para a obtencdo da forma discreta das equacOesspondentes a Teoria de Biot foi
utilizada uma formulacdo mista do Método dos EldoerFinitos (MMEF). Esse método tem se
mostrado, ao longo da evolu¢do da mecéanica compotde entre diversos outros métodos discretos
de solucdo de equag0es diferenciais, bastante ggonpara a solugéo de diversos problemas fisicos e
em particular os problemas poroelasticos. A diszagdo do dominio é realizada com elementos
triangulares. De acordo com Zienkiewicz e Tayl@0®&), devido as restricdes inf-sup, relacionadas as
condicdes de Babuska-Necas-Brezzi, necessériasaparanutencéo da estabilidade do método, a
ordem das func¢@es interpoladoras das variaveis miesadeve ser maior do que a utilizada para as
variaveis hidraulicas. A aproximacdo das varidveiecanicas € realizada utilizando funcbes
interpoladoras construidas a partir de um trianguim seis nés, onde os vértices desse triangulo
coincidem com os trés pontos onde séo interpolasiaariaveis hidraulicas do problema. Sendo assim
a aproximacao das variaveis hidraulicas é feitmdeeira linear e as mecéanicas quadraticas.

A Figura 1 (a) e a Figura 1 (b) apresentam, res@auoente, um esquema dos deslocamentos
e pressoes que sdo utilizados na interpolacaoatids/gis mecanicas e hidraulicas
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nod 3
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(a) (b)
Figura 1. Variaveis nodais utilizadas nas fung8esedinterpolacao: (a)Mecanicas; (b)Hidrauli@as.

Aplicando o Método dos Residuos ponderaao sisema de equacdeapresentado na
Equacédo (1)tomando as funcdes pesos como sendo as functEpoiadores de cada varia
especificadade acordo com a Figura 1 e manipulando algebricenas equactes@ fim de obter a
formatacdo de equacbes aproximadas pelo MétodoHEiEmentos Finitos, po-se escrever o
problema, de maneira discreta co

oy
K L || &
L—T 0}0_5 {
ot )

sendo a matrizes, ditas globais, do probleiguais a

K=Y k=Y [B, DB ,dv

dlementos elementos\ e =

L= Y 1= Y jB mN ,dv
dementos elementosye =
H= z h=- Z J‘BpTédeV
T dementos elementosy e =— yw= (3)

e os vetores independentes dado

Q=Y g= Y -[N, qu+jB "28,b,dv
" dementos” dementos e Vo=
= Y %= Y jNTatds jN ro
elementos elementos ge a ( 4)

As matrizes N, e N, sdo, respectivamente as matrizes compostas pelagoef

interpoladoras das variaveis hidraulicas e mecé. Os gradientes dessas matrizes séo dad( B,
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e B, . As variaveis de integracdo volumétrica e supeifgfio dadas, respectivamente Woe S. Os
fluxos distribuidos ao longo do dominio séo dadge petorb,, , t corresponde ao vetor contendo 0s

carregamentos nos contornos do domimjog o fluxo de Darcye m € dado pormz[l 1 q
Maiores detalhes dessa formulagdo podem ser eadargm Abbo e B.Math (1997).

A discretizacdo temporal foi realizada aplicande aperadores diferencias uma formulacdo
do Método das Diferengas Finitas, denominada ro@alina de Abbo e B.Math (1997) de Méto@o

Resultados e Discussao

Para a validacdo do cédigo computacional deserdmberdo apresentados dois exemplos que
possuem solucdes analiticas. O primeiro exemplsistenno problema poroelastico unidimensional e
tem como objetivo a avaliacdo da formulagdo naadpde da reproducdo de sua solugdo analitica,
tendo em vista que € um problema poroelasticoatriiiambém sera apresentado uma andlise do
comportamento do cédigo submetido a um problemerbgéneo e anisotropico, tendo em vista que
essas condi¢cfes sdo rotineiramente encontradasoierpas de geomecanica de reservatérios nao-
convencionais.

Coluna Poroelastica Homogénea e Isotrépica — Probtea de Terzaghi

7

Esse problema foi proposto por Terzaghi (1923) é hadje é utilizado por cientistas e
engenheiros geotécnicos interessados no comportarderdiversos tipos de problema da pratica de
engenharia. O problema consiste em uma coluna |astima onde no seu topo € submetido um
carregamentaof , constante ao longo do adensamento. Os desloaasneatbase da coluna, sdo nulos
e ocorre uma condicdo de impermeabilidade. Paim@agao, nas arestas laterais do dominio séo
consideradas as condigOes usuais de simetria caslocdenentos horizontais nulos e arestas
impermedveis. A malha computacional utilizada @sgmtada na Figura 2.

Figura 2. Malha computacional utilizada para o Prollema de Terzaghi.

Para as analises foram definidos os fatores tempafgres usuais utilizados na
poroelasticidade, que sdo definidos de acordo ce®roagacteristicas fisicas e geométricas de cada
problema, com o intuito de adimensionalizar as kgies facilitando analogias entre problemas de
magnitudes e caracteristicas diferentes. O fatopdepara o problema de Terzaghi € dado por
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Tv ~ 2 (5)

ondeH é a altura da colunae o coeficiente de consolidagéo, dado por

k,E(1-v)
Vo (1+v)(1- )

c = (6)

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos comd@modesenvolvido e a solucdo analitica,
dada por Terzaghi (1923). Séo apresentados osesattw pressdes de fluido ao longo da altura da
coluna.

Terzaghi
:Z'_
0.9
0.8
07
0.6
T
= 05
0.4 *  Tv=0.001
03k < Tv=0.01
. +  Tv=01
02| = Tv=0.5
O Tw=1.0
01 Analitica

|
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
pif

Figura 3. Soluc¢des analiticas e numéricas para o &blema de Terzaghi.

Consolidacdo Bidimensional de Meio Poroelastico Hetogéneo e Anisotrépico — Consolidagao
de Solo Estratificado Sobre Carregamento de Fundaga

Esse exemplo, proposto por Ai, Z. Y et. al. (201&)n caracteristicas que séo intrinsecas aos
problemas de reservatorios ndo-convencionais. Gaiacteristicas sdo as camadas estratificadas,
materializando a heterogeneidade do meio, que seifgs@ tanto mecanicamente como
hidraulicamente, como a anisotropia hidraulica, eond valores de permeabilidades nas direcdes
coordenadas possuem valores de até ordem de gasrilediferenca.

As condi¢cbes de contorno do problema sdo as seguifim ', hd um carregamento
constante, ao longo do adensamento de vAIOEm I",a pressédo é nula e ndo ha carregamentos. As
arestas quem definds, sdo mantidas a presséo nula e deslocamentos haizanlos. Os contornos

I, e I'; possuem condicdo de impermeabilidade e, respedivi@n deslocamentos verticais e
horizontais nulos. Os dominios séo definidos dedcoom a Figura 4.
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Figura 4. Contornos e dominios do problema.

No trabalho de Ai, Z. Y et. al. (2012) foi deserwd& uma solucdo analitica para este problema. Além
do resultado analitico, Ai, Z. Y et. al. (2012) igbtam os resultados de um modelo tridimensional
equivalente gerado no ABAQUS. Esses foram comparadm os resultados obtidos pelo cédigo

desenvolvido nesse trabalho

Para a apresentagdo das solucdes serdo definidésgteos de cada camada, onde

h, G, k,,k; ev, sdo, respectivamente, a espessura da camada, donmdelcisalhamento, a
permeabilidade vertical, a permeabilidade horidoata coeficiente de Poisson da camadaada
camadai é associada a um dominf@. Também é definido o comprimento do contoffoque €

igual ab, ou seja, € o comprimento da camada onde esta sglidada a carga.

O fator tempo, que possui um conceito semelhaote@esentado para o problema de
Terzagui, é dado por.

— Zlezlt

.
yub?

Vv

Para esse problema, foram avaliados, assim comsogaaso de referéncia Ai, Z. Y et. al.
(2012) trés cenarios, correspondentes ao fatordeipp 0,05. Os cenarios se diferem pela razéo de

anisotropia hidraulicay , definida como a relacdo entre a permeabilidaddcetré horizontal das
camadas de sola €k, /k, ). Essa razéo sera aplicada as trés camadas sieartiante em cada caso

analisado e tera valores iguaid,s e 5(. Para o caso avaliadg:h,:h,=1:2:2 e h +h,+h,=b.
Os modulos de Poisson das camadas serdo iguaisdes daor v=v,=v,=v,=0,20. A
heterogeneidade em termos mecéanicos é dada pém®@zG,:G,=1:2:4 e em termos hidraulicos

pork, :K,:k,=4:2:1

A malha computacional utilizada para a obten¢&ordsultados é apresentada na Figura 5, e a
solucdo analitica apresentada nas proximas anabeesiste da pressdo de fluido no contorno
esquerdo do dominio.

Figura 5. Malha coputacional do problema.



92 CONGRESSO BRASILEIRO DE PESQUISA E DESENVOLVIMENTO EM PETROLEO E GAS

As Figuras 6, 7 e 8 apresentam, respectivamestegsultados para cada modelo avaliado.
Cada figura representa um valor de razdo de aosathidraulica, sendo iguais 5 e 5(. De

acordo com o observado nesses resultados, os sipidio cédigo desenvolvido se matem com valores
intermediarios entre a solugéo analitica Ai, Z.tYat (2012) e a solugdo do ABAQUS.

Anisotrdpico/Heterogéneo r=1

1 T T T T T T T T T

Modelo 3D
09r Analitica
+  Numérica

07 E

06 1

0.5F b

yib

041 1

03 E

0.2F 1

01 E

0 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 08 06 07 08 09 1

pif

Figura 6. Resultados com r=1.

Anisotropico/Heterogéneo r=5

1 T T T T T T T T T

Modelo 3D
0.9F Analitica
+  MNumeérica

08

0.7F 1

06 E

05F 1

yib

04r E

0.3F b

0.2F 1

01p E

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 08 06 07 08 09 1

pif

Figura 7. Resultados com r=5.
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Anisotrdpico/Heterogéneo r=50

Modelo 3D
Analitica
+  Numérica

1
04 05 06 07 08 09 1
p/f

Figura 8. Resultados com r=50.
Conclusoes

De acordo com os resultados apresentados podessgvab que o cédigo analisado é capaz de
resolver problemas poromecanicos com resultadisfagatios quando se leva em consideracédo as
caracteristicas dos problemas avaliados. Para lblepna de Terzaghi os resultados analiticos e
numeéricos se apresentaram consideravel concordaBaiarelagcdo ao problema anisotrépico e
heterogéneo os valores numéricos se mantiveramarante entre os dois modelos de referéncia. As
diferencas encontradas sdo inerentes as condiglieadas a cada formulacdo, seja ela numérica
(ABAQUS) ou analitica dada por Ai, Z. Y et. al. (ZA).
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